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ПРОСТОР-ВРЕМЕ

Предговор

Ова књига jе наставак „Информациjе перцепциjе“ наведене на краjу (в. [2]). Прва
верзиjа „Природа времена“, такође наведена у библиографиjи, требала jе само повезати
моjе прилоге на исту тему из претходних година, али се прича отела. Добиjао сам
превише страна, превише филозофиjе и превише математике. Ко би то читао? Зато
сам одлучио да таj први покушаj оставим недовршен на интернету (в. [1]) и да урадим
нови текст под називом „Простор-време“. Хтео сам задржати неке теореме само описно,
а избацити све доказе, евентуално се позиваjући на њих. Међутим, ниjе ми ишло тако
jедноставно.

Тражећи, запео сам на jедном неjасном делу између спекулациjе и науке. Тестирао
сам признату стварност помоћу непризнате на помало некоректан начин. Из „нетачне“
физике добио сам „тачну“. Требам ли и ту математичку фантастику сада одбацити?
Исказ „из нетачног тачно” jе тачан, па испада да jе у природи све узрочно-последично
али и да ниjе. Заправо, ми нисмо сигурни да jе „потпуна узрочност свега у природи“
тачна претпоставка, а да jе њена негациjа коjу сам назвао „обjективна случаjност“
нетачна, па сам остао на новоj верзиjи.

Тражење подршке за тако компликоване и сумњиве проjекте jе тежак посао. Сви
су негде сврстани и „не баве се тиме”. Jедан колега ме убедио да превише журим,
да се наука пише полако, jедно по jедно. Други ми jе у кафани причао да сваки
он будући емеритус, плашен шарлатанством и у сталноj борби за академске позициjе
учећи постаjе пренаучен. Иза тога не остаjе довољно за развоj вештине, а jош мање
за креативно лутање, никако за фантазирање. Кариjера не иде са великим идеjама,
рекао ми jе наздрављаjући. Савремено образовање jе све више „успешно“ и само jе
моj проблем што добиjамо производе коjи гаjе искрено поштовање према провереним
истинама.

Ти си промашио све – причао ми jе трећи. Самотњачки рад у науци jе неквалитетан
и непривлачан и зато чуj шта ти jа кажем: бежи одатле! Успешни следе путоказе
„не таласаj“ затим „подржаваj полако и вагаj ка врху“ у славу система и не глуми
научног боема коjи се отима за понеко изненађено „па то ниjе била само фикциjа“
када наука сазри. Бранио сам се тврдећи да усамљена истраживања у подруштвљеном
окружењу имаjу посебну драж, jер до правих открића нема нацртаних путева. Они са
пуно подршке у тоj игри откривања са таквима немаjу шансе! Леонардо да Винчи, Блез
Паскал или Никола Тесла су троjица од многих коjи су успели пркосити академиjама.
А оних на листи гениjалаца коjи су променили свет има више од успешно образованих.
Постоjи таjна истина о непобедивости очаjа због коjе су многе амбициjе пропале. О
томе jе писао Владислав Петковић Дис: „И мрак има своjе светле стране, мис’о се рађа
кад jе срећа пуста“. За успех треба ти неуспех.

Тако мучно дођох до овог текста. Заинтересованом читаоцу само могу поручити да
има тога jош.

Аутор, маj 2017.
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Принципи физике случаjности

Увод

Три наjважниjа узрока физике случаjности названа су принципима, односно наче-
лима вероватноће, информациjе и ентропиjе. Њима дефинишемо материjу, простор и
време. Прво од начела почиње сазнањем да се наjчешће дешава оно што jе наjверова-
тниjе, а затим се наставља теориjом вероватноће коjом се овде и не бавимо превише,
те физичким последицама коjима се савремена наука недовољно бавила.

Друго од тих начела заснивамо на схватању информациjе као материjалне, стварне,
за разлику од неизвесности коjа jе апстрактна. Океан неизвесности jе бесконачан,
за разлику од веома ограничене (количине) информациjе коjа одатле претекне, jедва
исцури ка нама, у облику супстанце и простор-времена. Из првог начела следи други:
природа нам даjе минимум информациjе, при чему дата информациjа представља
оно што зовемо садашњошћу. Колико год jе издашна у реализациjи наjвероватниjих
догађаjа, природа jе толико шкрта у стварању садашњости, па ипак тамо где нема тока
времена нема нити наше васионе.

Приметићете да jе прво начело са овде изложеним последицама тешко, па и немогуће
озбиљно оспоравати на било коjи начин, али да се оно опет чини и веома неприхва-
тљиво. То не сматрам маном, већ напротив своjим постигнућем. Друго начело у себи
садржи надоградњу основних идеjа из моjе претходне књиге „Информациjа перцепциjе“
наведене на краjу коjе су заправо недоказиве. Пре свега, ` = i⋅h, формула за слободу као
(скаларни) производ (вектора) интелигенциjе и хиjерархиjе. Међутим, као и формула
кинематике vt = s, онa се не да оспорити. На питање „зашто спекулишем са том
сумњивом формулом“ имам одговор „нађи ми пример коjи доказуjе супротно“.

Треће начело полази од ентропиjе и другог закона термодинамике: топлота спонтано
прелази са тела више на тело ниже температуре. Показуjе се да jе ентропиjа у ствари
jедан део нечега што се понекад назива њеним именом. Она jе количина неизвесности
подскупа случаjних исхода (насумичног распоређивања) физичког стања коjи су наjви-
ше вероватни. Зато што jе штедљива са информациjом, природа не расипа неизвесности
у оним количинама коjе релативистичка термодинамика сматра нормалним, па смо се
физика и jа морали разићи. И даље остаjем сагласан како са класичном термодинами-
ком тако и са теориjом релативности.

Последице трећег начела сматрам заиста ризичним и оне иду на моjу одговорност.
Али опет, зар би то било истраживање ако би ишло само провереним путевима?
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ПРОСТОР-ВРЕМЕ

1.1 Вероватноћа

Оно што jе наjвероватниjе наjчешће се и догађа. То jе принцип вероватноће. Толико
jе очигледан и jедноставан да га математичка теориjа вероватноће jедноставно прихвата
и не коментарише, заправо се и не осврће на њега. Ипак, он носи и дубља значења коjа
вреди разматрати.

Под случаjношћу у даљем тексту подразумевамо само оне насумичности за коjе
важи принцип вероватноће. Тада имамо бар две непредвидиве могућности коjе се
понашаjу по правилима теориjе вероватноће.

1.1.1 Обjективност случаjности

Пре свега, може се расправљати о коренима случаjности. Када имамо опциjе чиjи
исходи су за нас непредвидиви, случаjни, али негде постоjе (jедан или више) неких
узрока нама непознатих или недоступних, онда су њихове реализациjе субjективне
случаjности. Ако би била противречна претпоставка да постоjе краjњи узроци сваког
исхода, таква случаjности била би обjективна случаjност.

На пример, субjективна случаjност jе избор цифара броjа π = 3,14159265359 . . .
редом. Он ће у првом читању положити све тестове случаjности, али ће се у другом и
сваком наредном читању показати да су те цифре увек исте, да jе у првом била псеудо
случаjност (тобожња случаjност).

Slika 1.1: Бацање новчића.

Насупрот многим научним и математичким теориjама ми овде веруjемо да поред
субjективних постоjе и обjективне случаjности. Пример обjективне случаjности може
бити бацање фер-новчића (слика 1.1). Обjаснићу то детаљниjе. Случаjни исходи су
„писмо“ и „глава“ са шансама пола-пола. У низу од 100 поновљених бацања око 50
исхода ће бити „писмо“, односно „глава“. Међутим, њих ће ретко бити тачно по 50.
Наиме, бацања су независни догађаjи, у смислу да следеће не памти она претходна, те се
могу дешавати дуге сериjе узастопних истих исхода и зато jе резултат само приближно
пола-пола.

Тестови случаjности предвиђаjу ову толеранциjу. Штавише, они предвиђаjу не само
средњу вредност (50) већ и средње одступање од те вредности (5), од падања „писма“
у низу (100) бацања фер-новчића. У случаjу нефер новчића или у случаjу да исходе
бацања покушава нагађати човек, лако се може десити да ова средња одступања не
буду тачна и да се не прође тест. Међутим, поменуте цифре броjа π, извлачене редом
као из лото бубња, показаће се савршено „случаjне“.

Примере обjективне случаjности имамо и у ставу да „нема начина да се нешто
организуjе тако да се обухвате и контролишу све могуће последице, а да се искључи

Растко Вуковић 8
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свака непредвиђеност“. Или: „Нема гаранциjе за апсолутну извесност приликом пра-
ктичне провере било коjег од природних закона“. То jе на корак од Геделове теореме
о немогућности: „Ма како да имамо велик скуп аксиома и њихових последица, увек
ће бити тачних тврђења коjа се не могу извести из датог скупа“. Наиме, (механички)
узрок свега не може постоjати, jер би био контрадикторан. Све последице таквог узрока
чиниле би jедан скуп исхода изван коjег би се увек могао наћи исход коjи не следи из
датог скупа. Укратко, полазимо од следећег става као аксиоме.

Не постоjи узрок свих узрока. Не постоjи скуп узрока свих могућих последица.

Теореме попут Геделове и последица изводе се из чувеног Расел1-Зермеловог пара-
докса из 1901. године, коjи формално пишемо:

Нека jе S = {A ∶ A ∉ A}, да ли S ∈ S ? (1.1)

Речима, нека jе дат скуп (S) скупова (A) коjи не припадаjу сами себи. Да ли такав скуп
припада самом себи? Одговор не може бити „да“, jер из S ∈ S и (1) следи S ∉ S, што jе
контрадикциjа. Одговор не може бити нити „не“, jер из S ∉ S следи S ∈ S, а то jе опет
контрадикциjа. Трећег нема, jер постоjи и теорема да се свака поливалентна логика
(„тачно“, „можда“ или „нетачно“) може свести на двовалентну („тачно“ или „нетачно“).
Дакле, немогућ jе скуп коjи садржи све скупове коjи себе не садрже, а затим jе немогућ
и скуп свих скупова. Ако за сваки догађаj постоjи узрок, онда узрока свих узрока не
може бити, а то jе закључак до коjег нас формално доводи и детерминизам.

Мало лакша верзиjа Раселовог парадокса jе следећа контрадикциjа: брицо A бриjе
све оне у свом краjу коjи не бриjу сами себе. Брицо A не може постоjати упркос
чињеници да jе разумниjе очекивати скупове коjи нису своjи подскупови. Jош лакша
верзиjа jе тврђење „jа лажем“, коjе jе контрадикциjа. Наиме, ако лажем онда лажем
да лажем, а ако лажем онда ниjе истина то што кажем па према томе говорим истину.

Формално, ови парадокси долазе из алгебре судова према коjоj се из истине (тачног)
не може добити неистина (нетачно). Сва математика почива на тоj простоj, за разум
понекад тешко прихватљивоj тврдњи да jе ⊺ ⇒ � контрадикциjа2. Данас знамо да су
сви покушаjи оспоравања ове чињенице математичке логике пропали.

Доказивање немогућности нечега jе честа тема и у самоj математици. На пример,
ако сам jа на месту A, онда jа нисам на месту B ако jе A ≠ B. Немогућност постоjања
на месту B била би недоказива. Други пример, не постоjи паран броj чиjи квадрат jе
непаран броj.

За разлику од ⊺ ⇒ �, исказ � ⇒ ⊺ ниjе контрадикциjа. Из нетачног се може добити
тачно. То нам сведоче многи закони физике коjи се малим или великим скоковима
помераjу ка тачниjим. Пример тога jе и математичка теориjа детерминистичког хаоса, а
чиjе ћемо ставове овде користити. И сам принцип равноправности савремених демокра-
тиjа jе пример повремено тачне употребе нетачности и као такав jе већ годинама темељ
успешних држава и савременх правних система. Коначно, истинитост импликациjе
� ⇒ ⊺ дозвољава реализациjу обjективне случаjности, управо зато што дозвољава и
њену нереализациjу.

Предности коjе васиона заснована на обjективним случаjностима материjе има поку-
шаjмо разумети помоћу Ароуове3 теореме немогућности. Ароу jе помоћу математичке

1Bertrand Russell (1872-1970), британски математичар.
2На страну наивне приче, рецимо, да би у случаjу да на свету постоjи само чисто и свеприсутно

светло оно би своjим „одсуством“ могло произвести таму.
3Kenneth Arrow (1921-2017), амерички економиста.
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теориjе игара истраживао демократске системе избора тражећи наjбољи начин и према
његовом резултату из 1950. године не постоjи идеалан метод. За то jе добио Нобелову
награду 1972. године.

На пример, претпоставимо да су гласачи имали три кандидата A, B и C и да су их
бирали на следећи начин:

• 45 гласача A > B > C (45 ставља A испред B, а B испред C)

• 40 гласача B > C > A (40 ставља B испред C, а C испред A)

• 30 гласача C > A > B (30 ставља C испред A, а A испред B)

Кандидат A има наjвише гласова и требао би бити победник. Међутим, ако B одустане,
победник ће бити C, jер би тада C имао 70 гласова, а A само 45.

То jе jедна jедноставна демонстрациjа Ароуове теореме коjа jе своjевремено у демо-
кратским заjедницама направила толики шок да jе скривана од jавности. Укратко,
за обичног човека, ове теоремe (Arrow and Gibbard–Satterthwaite Theorem) и читава
прича у позадини говоре да се за избор требаjу поставити веома високи критериjуми,
а онда од понуђених опциjа, изабрати jедну насумично.

Парафразирам, наметање процедуралних правила у демократским изборима квари
делотворност. У наjбољим намерама са наизглед идеалним фер процедурама, а такође
због манипулациjа, можемо добиjати и наjгоре резултате. Са друге стране, оно што би
наше „добре намере“ своjим претераним регулисањем квариле, препуштање коначних
одлука пукоj обjективноj случаjности дугорочно гледаjући поправља.

1.1.2 Аксиоми Колмогорова

Када бацамо фер-коцку имамо шест равноправних могућности, свих шест са истом
вероватноћом 1

6 . Када бацамо нефер коцку, вероватноће4 исхода су можда различити
броjеви Pr(1), . . . ,Pr(6) са збиром 1. Ако вероватноћа да ће пасти „ jединица“ или
„двоjка“ износи Pr(1) + Pr(2), кажемо да су „ jединица“ и „двоjка“ узаjамно независни
случаjни догађаjи. Тако jе шанса у лото игри n = 2,3,4, . . . пута већа са n уплаћених
комбинациjа него са jедном.

Уопште, нека су дати случаjни догађаjи ωk ⊂ Ω (поjединих исходa при бацању коцке
има k = 1,2, . . . ,6) у простору случаjних догађаjа Ω (скуп свих n = 6 исхода бацања
коцке), са коначно n ∈ N или бесконачно елемената n = ∞ (случаjних догађаjа). Дакле,
униjа случаjних догађаjа jе скуп

Ω =
n

⋃
k=1

ωk. (1.2)

Броj P (ωk) = Pr(ωk) називамо вероватноћом догађаjа ωk. Тада важе аксиоми:

1. 0 ≤ P (ωk) ≤ 1;

2. P (Ω) = 1;

3. P (ωi ∪ ωj) = P (ωi) + P (ωj), ако jе ωi ∩ ωj = ∅.

То су аксиоми Колмогорова за математичку теориjу вероватноће. Из природе тих
аксиома видимо да униjу скупова можемо писати и као збир (A∪B као A+B), а пресек
скупова као производ (A ∩B као AB).

4енг. probability – вероватноћа.
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Slika 1.2: Пресек скупова.

Овим аксиомама се додаjе и аксиом о адитивности преброjивих скупова:

P (
n

∑
k=1

ωk) =
n

∑
k=1

P (ωk), (1.3)

када су ω1, ω2, . . . , ωn сви узаjамно искључиви догађаjи, тj. када jе ωi ∩ ωj = ∅ за сваки
пар различитих индекса i, j ∈ {1,2, . . . , n}. Одговараjући аксиом непреброjивих скупова
био би

P (S) =
ˆ
ω⊆S

ρ(ω)dω, (1.4)

при чему jе S ⊆ Ω потпростор непрекидног простора (тзв. континуум) свих места ω,
случаjних догађаjа из простора Ω, а ρ(ω) jе густина вероватноће на месту ω.

Догађаjу ω ⊆ Ω супротан jе догађаj такав да jе ω ∪ ω′ = Ω и ω ∩ ω′ = ∅, што пишемо
кратко као разлику скупова ω′ = Ω/ω . Када се деси ω онда се ниjе десио ω′ и обрнуто,
па интуитивно закључуjемо да jе

P (ω′) = 1 − P (ω). (1.5)

Ова jеднакост се доказуjе помоћу Колмогоровљевих аксиома, редом:

P (ω + ω′) = P (Ω),

P (ω) + P (ω′) = 1,

а отуда (1.5).
Интуитивно примећуjемо да вероватноћа случаjног догађаjа расте од 0 до 1, што

значи да празан скуп има вероватноћу нула и пишемо:

P (∅) = 0. (1.6)

Исти резултат следи и из аксиома, прво због Ω′ = ∅, па P (∅) = 1 − P (Ω) = 0.

Пример 1.1.1. Помоћу аксиома Колмогорова доказати:

1. akо je A ⊆ B тада jе P (A) ≤ P (B);

2. за свако A ⊆ Ω важи P (A) ≤ 1.
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Доказ. 1. Због A ⊆ B биће B = A ∪ (B/A) и A ∩ (B/A) = ∅. Отуда

P (B) = P (A) + P (B/A).

Међутим, P (B/A) ≥ 0, па jе P (B) ≥ P (A).
2. Из A ⊂ Ω следи P (A) ≤ P (Ω) = 1.

Помоћу аксиома се може доказати и (1.3), а затим и интегрална верзиjа (1.4). Поред
тога, интересантан нам jе и идентитет

P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B). (1.7)

Ради доказа, приметимо да су случаjни догађаjи, скупови A/B, B/A и A∩B дисjунктни,
тj. да немаjу заjедничких елемената, а да jе њихова униjа A ∪B. Затим:

P (A ∪B) = P (A/B) + P (B/A) + P (A ∩B) =

= [P (A) − P (A ∩B)] + [P (B) − P (A ∩B)] + P (A ∩B),

а отуда следи (1.7).

1.1.3 Квантна спрегнутост

Са становишта теориjске физике потврда обjективне случаjности jе Белова теорема
из 1964. године (в. [4]). Она утврђуjе да у квантноj механици нема скривених парамета-
ра коjи би могли стаjати иза „фантомског деловања на даљину“ коjе су открили Аjн-
штаjн, Подолски и Розен 1935. године, а коjе jе данас познато као квантна спрегнутост.
Међутим, та теорема доказуjе и да не постоjи неко или нешто (људи сигурно не) што би
могло предвидети случаjне догађаjе микро-света. Ово значење Белове теореме физика
jош ниjе препознала (мислим), али jесте следеће.

Квантна спрегнутост настаjе при узаjамно зависним случаjним догађаjима. При
мерењу импулса p и положаjа q честице (рецимо електрона) дуж исте координате, не
можемо одредити тачан ни импулс ни положаj. Грешке мерења су рецимо ∆p и ∆q.
Хаjзенберг jе при томе открио да уколико прецизниjе одређуjемо положаj (импулс),
утолико ће остати неодређениjи импулс (положаj), тако да jе производ ових неодређено-
сти већи од Планкове константе h = 6,626 × 10−34 Js, тачниjе

∆px∆x ≥ ~
2
, ∆py∆y ≥

~
2
, ∆pz∆z ≥

~
2
, ∆E∆t ≥ ~

2
, (1.8)

где jе ~ = h
2π = 1,055 × 10−34 Js редукована Планкова константа. Овде jе кориштен

Декартов правоугли систем координата Oxyz (апсциса, ордината, апликата), па се
неодређености импулса и положаjа дуж две окомите координате (рецимо апсцисе и
ординате) могу неограничено смањивати. То jе смисао чувених Хаjзенбергових релациjа
неодређености због коjих jе добио Нобелову награду. Импулс и положаj (дуж исте
координате) су зависни случаjни догађаjи.

Ове релациjе се могу разумети на примеру посматрања електрона под тзв. Хаjзенбе-
рговим микроскопом, скицираним на слици 1.3. Да бисмо добили што већу тачност ∆x
положаjа електрона, користимо електромагнетне таласе што краћих таласних дужина,
до тврдих γ-зрака. Сударом зраке са електроном открива се положаj електрона до
таласне дужине зраке λ = ∆x. Међутим, зрака мање таласне дужине има већи импулс
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Slika 1.3: Хаjзенбергов микроскоп.

p = h/λ, па због закона одржања укупног импулса у овом судару производ неодређености
∆p∆x мора бити пропорционалан са pλ = h. Отуда следи (1.8). Ову пропорционалност
немамо када зрака иде jедном Декартовом осом, а импулс меримо другом.

Вероватноћа два случаjна догађаjа смањуjе се према (1.7) уколико су ти догађаjи
више зависни, више спрегнути. Као да природа, штитећи се принципом вероватноће,
покушава открити што мање од своjих нереализованих веза. Такође, што jе извесност
случаjног догађаjа већа он ће се пре реализовати, па се намеће утисак да природа
настоjи боље скривати своjе веће неизвесности.

Примењено на обjашњење Хаjзенберговог микроскопа, добиjамо ново тумачење.
Смањивањем таласне дужине светлости смањуjемо неодређеност положаjа (опаженог)
електрона, што значи да повећавамо вероватноћу места његовог налажења. Просто,
мање ∆x значи веће P (∆x). Према томе, ∆px из (1.8) сразмерно jе P (∆x) и обрнуто.
Хаjзенбергове релациjе неодређености можемо написати у облику

axP (∆x)∆x + ayP (∆y)∆y + azP (∆z)∆z + atP (∆t)∆t ≥ `, (1.9)

где су ax, ay, az, at произвољне константе збира 2`/~. Броj ` jе (генералисани) константан
скаларни производ вектора чиjе су компоненте вероватноће и вектора чиjе су компоне-
нте неодређености, овде положаjа и времена (догађаjа 4-дим простор-времена). Конста-
нтност овог броjа указуjе на закон одржања укупне „количине“ нереализоване и реали-
зоване случаjности. О томе ћемо касниjе, заjедно са информациjом.

Други пример квантне спрегнутости jе типичан експеримент коjом се она данас
доказуjе. Честица чиjи jе укупни спин нула емитуjе две честице, рецимо два електрона
спина ±1

2 или уместо њих два фотона спина ±1, на две супротне стране, лево и десно
као на слици 1.4. Немогуће jе унапред знати коjа ће отићи лево, али се то може сазнати
пропуштањем пристигле честице кроз магнетно поље када ће скретање открити њен
спин (плус или минус). Скоро истовремено мери се тада и спин емитоване честице
десно. Размак између мерених честица jе превелик, а време између мерења прекратко
да би било шта (не брже од светлости) стигло од jедног мерења до другог. Рецимо,
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Slika 1.4: Квантна спрегнутост.

негде на Пацифику креће емисиjа, а спинови емитованог пара честица се хватаjу на
два краjа океана.

Експерименти показуjу да спинови лево чине случаjан низ (позитивних и негати-
вних), што jе сасвим очекивано. Међутим, мерени спинови одговараjућих честица десно
су увек у пару са левим, што ниjе за очекивати код сасвим случаjних догађаjа. Када год
jе jедан спин позитиван други jе негативан и обрнуто. Они тако следе закон одржања
(нултог) укупног спина тог система чиме доказуjу „фантомско деловање на даљину“,
други израз за „квантну спрегнутост“.

Трећи пример квантне спрегнутости, коjи овде наводим, долази од jедне добро
познате ситуациjе у физици судара честица, коjа jе jош увек недовољно схваћена.
Посматраjмо неку честицу C, између две њене узастопне интеракциjе A и B. Нека
jе A одваjање фотона C из електрона (коjи прелази са jедне на другу љуску атома), а
B jе судар емитованог фотона са следећим електроном. На путу до другог електрона
фотон нема интеракциjа и до тада немамо сазнања о правцу његовог одласка. Како
су случаjности обjективне, обjективна jе непредвидљивост догађаjа B, па jе до тада у
одговараjућоj мери недефинисан и догађаj A.

Тек након догађаjа B десиће се одређивање догађаjа A. Након изjашњавања будућег
догађаjа настаjе намештање прошлости у складу са законима одржања (масе, енергиjе,
импулса, спина). Ако се догађаj B никада не деси, тада се не сме десити нити промена
понашања A.

Према томе, ток времена ниjе неки узрочно-последични низ дешавања како то
обично замишљамо. Догађаj коjи следи ниjе неизбежна дедукциjа претходног, већ су
то две поjаве у низу случаjних реализациjа коjе су могле бити и другачиjе. Доследно
принципу вероватноће, нешто се дешава „сада“, а не „тада“, просто зато што jе са
становишта датог субjекта тако вероватниjе. У неком другом тренутку времена истом
субjекту ће бити вероватниjа његова нова садашњост. То jе време, релативни резервоар
догађања. Наjвећу вероватноћу увек има непосредна будућност, а мању даља, као и
прошлост. Стабилна прошлост говори о неком облику закона одржања реализоване
случаjности. Оно што jе jедном реализовано за дати субjекат остаjе непроменљиво
изван оквира неизвесности почетног узрока.

Слично jе и са простором. Ми смо „овде“ и нисмо „тамо“ jер jе тако вероватниjе.
Делуjући на своjу околину мењамо вероватноће тако да резултат може бити да смо
негде тамо, али где год да смо тада jе то jе за нас наjвероватниjе место. Свако удаљениjе
место има мању вероватноћу. Нове дефинициjе простора и времена су симетричне и
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обе произилазе из принципа вероватноће. Показаће се да jе кретање датог субjекта
из прошлости ка будућности последица релативно веће вероватноће његове будућности
него прошлости, као што ће се опажање кретања датог тела по датоj путањи показати
последицом релативно веће вероватноће његових будућих него прошлих положаjа.

Видећемо да су оваква схватања простора у складу са теориjом релативности.
Штавише, принцип релативности ћемо проширити и на принцип вероватноће. Наиме,
ако сам „овде” и нисам „тамо”, а обрнуто онаj „тамо” ниjе „овде”, онда нисмо на истом
месту и наша релативна опажања вероватноћа нису иста. Друго, оваква схватања
простора и времена су у складу са квантном спрегнутошћу. Пре свега зато што квантно
спрегнути догађаjи представљаjу узаjамно зависне случаjне исходе, те ниjе потребно
да се први реализуjе и да тако пошаље сигнал другоме. Нема „аветињског“ путовања
материjалних сигнала брзинама већим од светлости, а принцип релативности и даље
важи. Међутим, нема више поистовећивања интеракциjе са преносом сигнала. Поjаве
се могу дешавати (и имати последице) без преноса информациjе. То су своjства матери-
jалног света заснованог на обjективноj случаjности.

Приметимо да поменута своjства има светлост чиjи извор се креће. Оно што се
назива Доплеровим ефектом електромагнетних таласа, сада можемо посматрати и као
релативна своjства вероватноћа простора. Таласе извора коjи нам стиже видимо са
већом фреквенциjом (f) и краћом таласном дужином (λ), а извор коjи одлази обрнуто,
даjе ниже фреквенциjе и дуже таласе, тако да jе

λf = c, (1.10)

где jе c ≈ 3×108 m/s брзина светлости у вакууму. Међутим, већа (мања) таласна дужина
представља такву размазаност фотона по положаjу, што значи мању (већу) вероватноћу
налажења на месту. Кретање извора фотона сматрамо кретањем координатног система
у коjем jе таj извор непокретан.

1.1.4 Борнова вероватноћа

Дуализам детерминизма и случаjности огледа се у екстремноj доследности природе
по питању апстрактних закона, а са друге стране у обjективноj неизвесности супстанце.
Сва материjа, простор и време стално настаjу из неодређености и формираjу нашу
садашњост и наш ток времена, на обjективно случаjан начин и то заjедно са безусловним
подвргавањем свега осталог хладноj и непроменљивоj логици. Колико чудно, толико
и корисно запажање. Наиме, ако постулирамо да jе случаjност обjективна и дођемо
негде до закључка да она то ниjе, ето инспирациjе за понеки доказ. То jе идеjа водиља
коjу следимо и овде.

Своjства честице-таласа, као и свих осталих стања квантне механике, одређуjемо
таласном функциjом положаjа r = r(x, y, z) и тренутка t

ψ = ψ(r, t). (1.11)

Када би броj ψ представљао апсолутно тачну вредност материjалног своjства коjе не
постоjи као апсолутно тачно и био реалан, са тврђењем да jе ψ ∈ R, алгебра квантне
механике би имала тешкоће. Зато пишемо

ψ =R(ψ) + iI(ψ). (1.12)

Рални R(ψ) и имагинарни I(ψ) део ψ су реални броjеви (из скупа R), а i2 = −1 jе
квадрат имагинарне jединице. За броj (1.12) кажемо да jе комплексан. Када имагинарни
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део не ишчезава, I(ψ) ≠ 0, онда не постоjи тачна (мерљива) вредност датог своjства, а
тада jе модуо комплексног броjа ψ

∣ψ∣ =
√
R2(ψ) + I2(ψ) (1.13)

већи од његовог реалног дела.
Jасно jе да квантна своjства ψ можемо сматрати аргументима (оним променљивим

коjе дефинишу) вероватноће P (ψ). Питање jе можемо ли тражити да ψ буде случаjни
догађаj? Тада би таласне функциjе биле елементи неког „резервоара“ Ω случаjних
догађаjа коjи би у датоj ситуациjи обухватао све могуће исходе и за њих би важиле
аксиоми Колмогорова. Прва и друга аксиома, свакако, нису спорне:

0 ≤ P (ψ) ≤ 1, P (Ω) = 1, (1.14)

али трећа тражи поjашњење. Два случаjна догађаjа ψ1 и ψ2 су независна ако нису
квантно спрегнути, а са друге стране, ако jе збир (униjа) тих своjстава, ψ = ψ1 + ψ2,
случаjни догађаj коjи садржи све елементе сабирака. Међутим, већ код интерференциjе
фотона видимо да оба захтева ниjе могуће постићи.

На слици 1.5 видимо талас светлости коjи наилази на препреку са два уска отвора
кроз коjе цуре два таласа коjи затим интерферираjу и падаjу на заслон, фото-плочу,
формираjући на њоj светле и тамне концентричне пруге. То jе чувени експеримент два
отвора, коjи се може радити и са електронима или било коjим другим честицама, чиме
се показуjе да су све оне заправо и таласи.

Slika 1.5: Интерференциjа светлости.

Рекли смо да проласке светлости кроз први и други отвор можемо дефинисати
комплексним броjевима ψ1 и ψ2 редом, али jе питање могу ли исти представљати и
одговараjуће случаjне догађаjе. Они би били независни случаjни догађаjи када би
пропуштањем светлости кроз само jедан отвор, а затим кроз само други, добили исти
резултат као када би светлост пропуштали кроз оба отвора одjедном. Као што би
резултат бацања jедне по jедне коцке морао бити исти са резултатом бацања одjедном
обе. Међутим, експеримент са два отвора показуjе да се такав резултат не добиjа.

Сасвим jе разумљиво да пропуштањем светлости само кроз први отвор затварањем
другог нема интерференциjе и да jе исто обрнуто, пропуштањем светлости само кроз
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други отвор. Прилично jе разумљиво да акумулирана светлост на заслону након тако
селективног првог па другог пропуштања неће дати исту слику као она коjа би одjедном
пролазила кроз оба отвора. То ће експеримент и потврдити, због чега морамо одбацити
претпоставку да ψ = ψ1 + ψ2 добро представља случаjни догађаj сабирака.

Даље нагађамо. Ако jе P (ψ1) вероватноћа падања фотона на дату тачку заслона
након пропуштања кроз само први отвор, P (ψ2) вероватноћа падања фотона на исту
тачку након пропуштања кроз само други отвор, и P12 вероватноћа поjаве фотона на
тоj тачки услед интерференциjе, тада jе

P (ψ1 + ψ2) = P (ψ1) + P (ψ2) + P12. (1.15)

Поставља се питање како дефинисати вероватноће P (ψ) а да буде испуњен оваj услов и
да важе неспорни (1.14) за функциjе квантних стања (1.11)? Одговор ниjе jединствен,
а jедна од jедноставниjих таквих функциjа већ jе прихваћена у квантноj механици. То
jе квадрат модула

P (ψ) = ∣ψ∣2, (1.16)

коjу jе предложио Борн5 1926. године. Он jе 1954. године добио Нобелову награду из
физике за „фундаментална истраживања у квантноj механици, посебно у статистичкоj
интерпретациjи таласне функциjе“.

Подсетимо се да jе ψ∗ = R(ψ) − iI(ψ) конjугован броj комплесног броjа ψ и да jе
производ конjуговано комплексних броjева jеднак квадрату модула (1.13), тj.

ψ∗ψ =R2(ψ) + I2(ψ) = ∣ψ∣2. (1.17)

Зато jе:

P (ψ1 + ψ2) = ∣ψ1 + ψ2∣2 = (ψ1 + ψ2)∗(ψ1 + ψ2) = (ψ∗1 + ψ∗2)(ψ1 + ψ2) =

= ψ∗1ψ1 + ψ∗2ψ2 + ψ∗1ψ2 + ψ∗2ψ1 = ψ∗1ψ1 + ψ∗2ψ2 + ψ∗1ψ2 + (ψ∗1ψ2)∗

= ∣ψ1∣2 + ∣ψ2∣2 + 2R(ψ∗1ψ2)

и према томе
P (ψ1 + ψ2) = P (ψ1) + P (ψ2) + 2R(ψ∗1ψ2). (1.18)

Упоређуjући са (1.15) видимо да jе интерферентни сабирак

P12 = 2R(ψ∗1ψ2) = ψ∗1ψ2 + ψ∗2ψ1. (1.19)

Може се израчунати да jе такође P12 = 2∣ψ1∣∣ψ2∣cosθ, где jе угао θ између комплексних
броjева ψ1 и ψ2 представљеним векторима у комплексноj равни.

Када jе угао θ = 0 тада су комплексни броjеви6 паралелни, ψ1∣∣ψ2, дата квантна
своjства се поклапаjу а ∣ψ1 + ψ2∣ = ∣ψ1∣ + ∣ψ2∣. Модуо збирне особине jе збир модула
поjединих. Са друге стране, наjвећу разлику између модула збира и збира модула даjе
угао θ = 90○ када су комплексни броjеви окомити, ψ1 ⊥ ψ2, и када нема интерференциjе,
P12 = 0. Формула Борнове вероватноће (1.16) jеднако обухвата све те случаjеве, а
када нема интерференциjе даjе наjмању вероватноћу. Одсуство интерференциjе значи
присуство квантне спрегнутости односно узаjамне зависности вероватноћа таласних
функциjа, што треба бити у складу са (1.7).

5Max Born (1882-1970), немачки физичар и математичар.
6Подразумева се: вектори представљени комплексним броjевима.
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Дошли смо до чудног закључка да jе интерференциjа знак независности. То jе
помало неочекивано, али ниjе неразумљиво. Две честице коjе се могу сударати, одбиjати
или привлачити нису независне jедна од друге, за разлику од рецимо два фотона коjа
се међусобно игноришу, па интерферираjу. Логично? Размотримо то детаљниjе.

Зашто се уопште честице одбиjаjу? Први савремени пример обjашњења погледаjмо
на слици 1.6 Феjнмановог диjаграма одбиjања два електрона (e−) помоћу виртуелног
фотона (γ), коме ћемо додати и идеjе из ове књиге.

Slika 1.6: Феjнманов диjаграм.

Електрон лево стално повремено емитуjе виртуелне фотоне (γ), коjи понекад пога-
ђаjу други електрон (e−) десно, на слици 1.6. Такви виртуелни фотони су саставни део
електромагнетног поља око сваког електрона. Када поменути фотон погоди електрон
десно, због закона одржања импулса затвореног физичког система (овде трио: електрон,
фотон, електрон), онда се леви електрон одбиjа лево, а десни десно. Ако jе спин
електрона лево био +1

2 , десног −
1
2 , онда jе спин фотона могао бити +1 и процес одбиjања

jе у складу и са законом одржања спина. Након размене фотона укупни спин система
два електрона опет jе исти (нула). Према томе ниjе могућа размена виртуелног фотона
између два електрона jеднаког спина (спин електрона може имати само две вредности
±1

2 , спин фотона само две вредности ±1).
Ниjе могућа промена импулса, спина, енергиjе итд. првог електрона након одласка

виртуелног фотона све до судара тог фотона са другим електроном. Сада то само
понављам и наглашавам. Наш свет се састоjи од апстрактно великог (бесконачно
бесконачног) контингента неизвесности из коjег нам природа због принципа вероватноће
као на кашичицу, у наjмањим могућим порциjама даjе материjу, простор и време. Они
настаjу реализациjама неких огромних обjективних неизвесности, коjе су нематериjалне,
ванпросторне и ванвременске. Као такве оне не познаjу наше поjмове „сада“, „сутра“
или „jуче“, нити им jе битно да ли су за нас нека два догађаjа временски удаљена чак и
милионима година. Зато ће виртуелни фотон тек након судара са другим електроном
„наштимати“ импулс, спин, енергиjу итд. првог, чак и ако би између прве и друге
интеракциjе лежали милиони година, са становишта нас материjалних, са ове стране
случаjности. Дакле, радимо на теориjи у коjоj и будућност утиче на прошлост. То
откриће не би требало да буде по себи одбоjно, ако у њему нема контрадикциjе.

Са становишта класичне физике, када нема обjективне случаjности па jе будућност
детерминистички одређена, виртуелни фотон би у тренутку поласка из првог електрона
могао тачно знати где и када ће се налазити други електрон, те кренути тамо. Опет
нема контрадикциjе, а нема нити потребе да будућност утиче на прошлост. Међутим,
то се противи овде захтеваноj обjективноj случаjности.

У обе теориjе има смисла говорити и о обрнутом току времена, у свакоj на своj
начин. Када се из претходног стања наjвеће вероватноће пређе у следеће стање тада
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наjвеће вероватноће, такође се враћаjући назад враћамо у стање онда наjвеће верова-
тноће. Делуjе апсурдно, али ниjе нарушен принцип вероватноће, наравно уз претпоста-
вку да jе виђење реалности jедног и другог посматрача (помало) различито. То ниjе
виђење филмске траке пуштене унатрашке. Зато и у овоj теориjи има смисла говорити
о позитрону коме jе смер времена супротан од тока времена електрона, па на исти
начин као у књигама Феjнмана обjаснити привлачење електрона и позитрона.

Како онда њих два, коjима време тече у супротним смеровима, могу комуницирати?
Питање коjи би први поставио другом очекуjући у свом времену касниjе одговор,
други би доживео након свог одговора. Били би као два стара знанца коjи унапред
могу одговарати знаjући тачно шта ће бити питани. То такође ниjе противречно ако
помислимо колико су те елементарне честице „глупе“ и колико оне уопште немаjу
потребу да делуjу планирано организовано.

Завршимо сада причу о експерименту са два отвора. Када пропуштамо jедан по
jедан електрон кроз оба отворена отвора, без обзира на то како били дуги временски
интервали између узастопних пуштања, то неће имати значаjа на неизвесности (оне су
ванвременске). Електрони интерферираjу управо зато што су ти догађаjи независни.
Тамне и светле траке интерференциjе на заслону биће чак и jасниjе него када сви
електрони крећу ка тим отворима истовремено, када ће се међу електроне умешати и
узаjамно одбоjне електричне силе коjе ће смањити њихову узаjамну независност.

1.1.5 Васиона и хаос

Космос, васиона, свемир и универзум су грубо гледано синоними за „бесконачно“
пространство материjе, простора и времена коjе нас окружуjе. Васиона обухвата разна
небеска тела (слика 1.7) попут галаксиjа, звезда, планета, сателита, комета, поред
простора и времена у коjем се та тела налазе. Њен нама видљиви део има пречник
око 93 милиjарде светлосних година (дужина коjу светлост пређе за годину дана), а
сматра се да jе настала „великом експлозиjом“ (енг. Big Bang) пре око 13,8 милиjарди
година. У свету коjи почиње са принципом вероватноће, материjалне границе васионе
су места где престаjу случаjности. То су или она места тако малих вероватноћа коjа
се скоро никада не реализуjу или су то места тако великих вероватноћа (због закона
великих броjева) да догађаjи постаjу детерминистички.

Slika 1.7: Васиона.
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Принцип вероватноће тера природу на стално ослобађање неизвесности, на реша-
вање прво наjвероватниjих случаjних стања па, ако мора, онда и оних мање вероватних.
Како су вероватниjи догађаjи мање неизвесни, то се природа понаша као да штеди
своjу неодређеност. Она пред нама стално ствара материjу, простор и време, шкрто,
на кашичицу. Када то приметимо лакше разумемо jош jедну парадоксалну страну
дуализма случаjности и узрочности: створени свет супстанце jе много мањи од њему
насупротних апстрактних светова. Он jе искра математичких правила коjа су бескона-
чно бесконачна.

Из претходног текста jе jасно да jе наша васиона много више од саме материjе, али
ваљда и да jе она део неког jош већег универзума. Питање jе: колики део и чега?
Другим речима, зашто толико математике треба материjи и где jе скрива? Сагледаjмо
део могућих одговора кроз следеће спекулациjе.

Реализациjом неизвесности настаjе наша садашњост (време, простор и материjа).
Нагомилане садашњости у поретку у каквом су настаjале чине нашу прошлост коjу
ми остављамо иза себе крећући се стално у будућност. Већ смо приметили да кретање
неког субjекта из наше будућности у нашу прошлост, коjи иде из своjе прошлости у
своjу будућност, ниjе у контрадикциjи са принципом вероватноће. Чак и ако би такав
ишао тачно нашим корацима унатрашке, он би се налазио увек у наjвероватниjим тада
затеченим стањима. Оно што jе реализована неизвесност за нас, њему jе нереализовани
узрок. Наш узрок jе његова последица. Закони механике променом предзнака времена
остаjу исти, брзина светлости и њему и нама jе иста.

Не важе само принципи теориjе релативности тамо као и овамо, већ важе и Хаjзенбе-
ргове релациjе неодређености. Када би последица субjекту коме време иде унатрашке
у односу на нас била апсолутно тачно дефинисана, онда би и узрок нама био такав,
а то би се противило претпостављеноj обjективноj случаjности. Не мора сваки закон
физике коjи важи за нас да важи и за субjекта коме време иде унатрашке, али би била
чудна нека општа несиметриjа, изненадна неравноправност таквих перцепциjа васионе.
Ту спадаjу и могућности других смерова времена (ван истог правца).

Разлике између детерминистичке и ове теориjе почињу са малом вероватноћом да
би субjект могао проћи уназад кроз исте догађаjе коjима смо ми прошли. Последица
jе опет потреба за (проширеном) теориjом релативности. Природа би jедан део такве
разноликости могла заташкавати третираjући све елементарне честице (електроне)
идентичним, скоро као да на свету постоjи само jедан jедини електрон, а онда настаjе
питање сложених тела. Асиметриjе већих количина материjе се такође могу правдати
законима вероватноће. На пример, покушаjмо разумети разлику између укупних коли-
чина материjе и антиматериjе у васиони помоћу парадокса лифта (в. [5]).

У некоj високоj пословноj згради запосленици имаjу обичаj да помоћу лифта скокну
из канцелариjе у канцелариjу са спрата на спрат. Фреквенциjа таквих прелаза се
смањуjе ка краjевима зграде, према приземљу и крову, а путник коjи чека лифт близу
тих краjева вероватниjе треба ићи ка централном делу зграде. Парадокс jе у томе што
ће такав путник вероватниjе угледати лифт коjи иде њему у непожељном смеру, из
центра ка краjу.

Та незгода путника лифтом постаjе згода у случаjу субjеката коjима време тече у
супротним смеровима. Било где да смо ближе краjевима васионе изгледниjе jе да више
субjеката има исти смер тока времена као ми, него супротан. Приметимо да се овако
могу правдати и другачиjи временски смерови о коjима ћемо мало касниjе.

Из обjективне неизвесности настаjе материjа, простор и време, тако да ми не само
да не можемо видети непосредне узроке креациjе „са оне стране“, већ ти краjњи узроци
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обjективно и не постоjе. Било коjи субjект у васиони опажа своj сопствени део, увек
са истим законима, али никада целину. Он туђа „сопствена опажања“ види релативно,
помало другачиjе. Постављаjући узроке Аjнштаjнове релативности на вероватноће и
одустаjући од каузалности у механици уопште, сачувати ћемо слику jединствености и
равноправности сваког субjекта у васиони, схватаjући боље њене апстрактне делове и
везу са материjалним последицама.

Када расправимо почетне проблеме изазване реализациjом случаjности, отвара се
питање колико нас далеко различитости могу одвести. У суштини имамо две врсте
разлика, оне коjе конвергираjу као све краћа њихања клатна ка равнотежном положаjу
и оних коjи дивергираjу као судбина неког лица и околине након малог покрета окидача
пушке, рецимо због убиства конструктора неке касниjе важне грађевине или напротив
терористе. То су дилеме и теориjе детерминистичког хаоса.

Slika 1.8: Хаос - ред сакривен нередом.

Теориjа хаоса7 jе грана математике коjа се бави понашањем динамичких система
коjи су веома осетљиви на почетне услове. У оквиру тога „хаос“ се сматра нечим што
изгледа насумично, али он то по своjоj суштини ниjе, jер се негде унутар њега криjу
правила, повратне петље, понављања, само-сличности, фрактали и само-организовање,
коjе малим променама почетних вредности доводе до великих разлика у краjњим резул-
татима. У том смислу jе написана (в. [8]) чувена реченица о ефекту лептира према
коjоj покрет његових крила у Бразилу може бити узрок торнада у Тексасу. Пионир ове
теориjе Едвард Лоренц8 дефинисао jе хаос (в. [7]) следећом реченицом: „Хаос имате
када садашњост одређуjе будућност, али приближна садашњост не одређуjе приближну
будућност“. Према свему томе, теориjа хаоса ниjе тачна основа ове књиге.

Математичка теориjа хаоса, као и вероватноћа, не баве се краjњим узроцима случа-
jности. Оне престаjу тамо где постаjе важно да ли jе та случаjност обjективна или
jе само субjективна. Довољно им jе да за оне форме коjима се баве важе закони

7Подразумева се: теориjа детерминистичког хаоса.
8Edward Norton Lorenz (1917-2008), амерички математичар.
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вероватноће и уопште логике математике. Већ смо рекли да им то омогућуjе тачност
импликациjе � ⇒ ⊺, а ово jер: изван сваке групе истина постоjи jош истина. Са друге
стране, теориjа хаоса нам открива корисна правила тамо где их не очекуjемо, коjа jе
уметник покушао приказати на слици 1.8.

Пример тих корисних резултата jе Ремзиjева теорема коjу парафразирам: Увек
jе могуће наћи неки клише ма како се трудили да ствари замутимо. Ако довољно
много насумичних облака прође небом, увек ће бити могуће у њима угледати неко
унапред дато лице. Генеришући само насумичне речи у некоj књизи, када књига
постане довољно опширна, у њоj ћете налазити и смислене реченице. Међутим овде
нећемо направити логичку грешку па поверовати да jе сва случаjност саткана само од
нужности зато што се у мноштву случаjности увек нађу елементи нужности.

Ремзиjева теорема jе настала пре теориjе хаоса. Она jе била део комбинаторике
(теориjе распоређивања) и последица Дирихлеовог9 принципа (ако имате n ∈ N кавеза
за голубове и n + 1 голубова, онда ће бар у jедном кавезу бити бар два голуба), а
данас jе честа тема на такмичењима ученика из математике. С обзиром на то да саму
комбинаторику многи разумеjу као део теориjе вероватноће, веруjем да ће и Ремзиjева
теорема слично бити део квантне механике.

Slika 1.9: Чудни атрактор.

Теориjа хаоса jе настала на jош дубљем тражењу правилности од Ремзиjевих. Она
открива занимљиве цикличне стабилности (еквилибриjум) у нестабилним системима.
Стабилности као скупови вредности ка коjима системи еволуираjу са широког спектра
почетних услова називаjу се атрактори. Грубо разврстане, све те врсте стабилности
делимо на статичне и динамичне. Када се систем развиjа у такве, прве називамо просто
атракторима, а друге страним или чудним атракторима.

На пример, замислимо неки градић са 10.000 становника. За смештаj своjих житеља
градић има jедну робну кућу, вртић, школу, библиотеку и три богомоље. Инфрастру-
ктура им jе довољна и људи живе у равнотежи. Међутим, нека компаниjа одлучи да на
предграђу отвори фабрику коjа би могла да запосли jош 10.000 људи и да нагло развиjе
град за смештаj 20.000 становника. Зато се ради на отварању jош jедне робне куће, па
jош jедног вртића, школе и библиотеке и jош три богомоље. Инвеститори циљаjу на
нову равнотежу коjу називамо атрактор.

Даље замислимо да уместо доласка нових 10.000 људи на постоjећих 10.000, град
9Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), немачки математичар.
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напусти 3.000 и у њему остане само 7.000 житеља. Шефови продаjе из робне куће
процене да њихове продавнице могу опстати само са бар 8.000 муштериjа, па их крену
затварати. У међувремену потражња порасте и нека друга компаниjа одлучи да изгради
супермаркет, надаjући се да ће тако привући нове људе. То се и деси, али многи
већ одсељаваjу и нови супермаркет не мења њихове намере. Компаниjа држи радње
отворенима jош годину дана, а затим дође до закључка да нема довољно купаца и
поново их затвори. Људи одсељаваjу, али потражња опет расте. Неко трећи отвори
трговачки центар. Људи се почну враћати, али не у довољноj мери. Радње се поново
затвараjу. Процес отварања и затварања тече и даље, чиме сам процес постаjе неко
стање динамичке равнотеже коjу називамо чудни атрактор10 (в. слику 1.9).

Разлика између обичног и чудног атрактора jе у томе што први представља стање
у коjе се систем коначно смешта, а други представља врсту путање коjом систем иде
од ситуациjе до ситуациjе без коначног смиривања. Поенкаре-Бендиксонова теорема11

каже да страни атрактор може постоjати само у системима са три или више димензиjа,
или у две димензиjе ако простор ниjе еуклидски.

Физички системи могу тежити и динамичким равнотежама зато што простор има
три димензиjе (дужину, ширину, висину). Тамо где се формираjу дводимензионално
они постаjу статични. На пример, еволуциjа живота на Земљи може бити у динамичкоj
равнотежи, као и развоj саме васионе. Напротив, пахуљице снега се развиjаjу у статичне
2-Д12 кристале. Aтрактор jе и таласна функциjа коjа представља таласе материjе
квантне механике.

Када велики броj честица формира шару коjа jе скоро jеднака почетним опциjама
поjедине честице, тада говоримо о само-сличности. Она такође може бити статична
(попут пахуљице) или динамична (попут атома), изражена у понављању облика или
понашања на различитим нивоима сложености. Не као идентична копиjа, већ као
вариjациjа исте основе, попут фрактала13 на слици 1.10.

Фрактали су врста понављања по дубини микро-макро света (в. [8]). Слично другим
атракторима, они игноришу краjње узроке случаjности и доводе нас у илузиjу да су
одговараjући циклуси свугде присутни и увек настављиви. Подсећаjу на рационалне
броjеве у скупу реалних броjева. Када се из скупа реалних броjева избаце ирационални,
преостали рационални броjеви (разломци) писани у децималном облику увек ће имати
jедан коначан низ цифара коjе се бесконачно понавља. На пример децимални броj
0,131313 . . . jеднак jе разломку 13/99. За разлику од њих, ирационални броjеви су они
коjи никако нису периодични.

Аналогно, бесконачна понављања фрактала су немогућа, jер jе васиона ограничена,
обjаснимо jош jедном, због закона великих броjева: „Понављањем у истим условима,
фреквенциjа случаjног исхода постаjе све више jеднака вероватноћи тог исхода“. На
пример, у 18. и 19. веку примећено jе да jе на великом узорку однос мушких и женских
новорођенчади константан. При томе, броj дневно рођене мушке и женске деце ниjе
уjедначен, већ се тек у дужем посматрању таj однос почиње стабилизовати.

Због закона великих броjева све веће ствари у васиони од сасвим случаjних постаjу
сасвим неслучаjне, али и обрнуто, смањивање у микро-свет има своj краj у обjективноj
случаjности. Због тог закона и зато што не живимо у микро-свету, имамо илузиjу
детерминизма. Уобичаjено погрешно веруjемо да материjа коjа нас окружуjе и простор

10енг. strange attractor - чудни атрактор, мамац.
11Poincaré–Bendixson Theorem
12Пишемо кратко „2-Д“ уместо „дводимензионалан“.
13Fractal: http://mathworld.wolfram.com/Fractal.html
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Slika 1.10: Фрактали.

у сваком тренутку садашњости имаjу само jедан могући наставак ка будућости.

1.1.6 Димензиjе

Чак нам и свакодневица нашег макро-света понекад показуjе да се на егзактна
предвиђања будућности не вреди ослањати. Вагаjући аргументе за-и-против апсолутне
предодређености пре или касниjе морамо доћи до наjтврђих упоришта детерминизма у
науци уопште, а то су класична Њутнова14 механика и Аjнштаjнова релативност. Због
сумње у такве поставке било jе згодно у књизи [2] оживети Урисонову дефинициjу
димензиjе.

Према Урисоновоj дефинициjи димензиjе15 броj димензиjа тачке и коначног скупа
тачака jе нула (n = 0). Скуп тачака jе димензиjе n+1 ако и само ако се може раздвоjити
неким његовим подскупом бар димензиjе n = 0,1,2, . . . . Ако такво раздваjање ниjе
могуће, дати скуп jе димензиjе n + 2 или веће.

На пример, права линиjа се у jедноj тачки може пресећи на два дела (две полуправе)
и то jе фигура16 наjмање димензиjе коjа може извршити такву поделу. Према томе,
права има димензиjу jедан, jер тачка има димензиjу нула. Раван се може преполовити
(наjмање) jедном правом (на две полуравни), jер раван има димензиjу два. Простор
(дужина, ширина и висина) има димензиjу три, jер се може поделити jедном равни а не
може фигуром са мање од две димензиjе. Када би простор-време имало „само“ четири
димензиjе (три просторне и jедну временску), као што jе то у случаjу Минковског17

модела рађеном за потребе теориjе релативности, тада би садашњост коjа садржи сав
(3-димензионални) простор васионе у тренутку „сада“ могла поделити васиону на њену

14Isaac Newton (1642-1727), енглески математичар и физичар.
15Урисонова дефинициjа jе мало другачиjа, тополошка, али опет индуктивна.
16У геометриjи фигуром називамо било какав непразан скуп тачака.
17Hermann Minkowski (1864-1909), математичар немачко-jевреjског порекла.

Растко Вуковић 24



ПРОСТОР-ВРЕМЕ

прошлост и будућност. Такво нешто jе могуће само у инерциjалним системима.
Да се у инерциjалном систему сатови могу синхронизовати показао jе Аjнштаjн већ у

свом раду из 1905. године (в. [3]). Синхронизациjа сатова значи такво успостављање
времена на датом простору коjе ће се мењати мало-по-мало, кажемо и непрекидно
или континуално, са непрекидном променом положаjа. Добиjени издвоjени континуум
простор-времена jе садашњост датог простора. Он jе „сада“ тог простора, „залеђени“
тродимензионални исечак простор-времена. Доследно даље, из чињенице да се сатови
у инерциjалним системима могу синхронизовати и Урисонове дефинициjе димензиjе,
следи да се садашњост тих система налази у четири димензионалном простор-времену.
То „сада“ се мултиплицира, пружа дуж нове координате - траjања.

Инерциjални системи су они системи координата коjи су везани (мируjу у односу на)
за тела у jедноликом праволиниjском кретању. То су тела у инерциjалном кретању на
коjа (можемо тако сматрати) не делуjу вањске силе и коjа због тога не осећаjу убрзања.
Зато можемо рећи да jе (приближно) инерциjалан систем и онаj везан за тело коjе
слободно пада у (слабом) гравитационом пољу. То jе само „приближно инерциjалан
систем“, jер гравитациjа привлачећи тело по jедноj оси стишће га бочно. Гравитациjа
масивних звезда издужуjе тело усисаваjући га, тако да се оно у слободном паду ка њоj
више не може третирати као да jе у инерциjалном систему, бар не у смислу да то тело
не осећа вањске силе.

Дакле инерциjални системи простор-времена имаjу четири димензиjе. Када би
постоjао само jедан инерциjални систем онда би васионом владао детерминизам. Сви
догађаjи били би предодређени, jер би постоjао само jедан правац промена. Постоjала
би само jедна временска оса коjом би се развиjала садашњост, а то „сада“ би опет у
сваком тренутку делило нашу прошлост од наше будућности. Васиони коjом би владао
детерминизам не би требао принцип вероватноће. Он би био илузоран, привремен или
бесмислен. Међутим, у свету у коjем смо постоjе и неинерциjални системи, а такве jе
немогуће ставити у само четири димензиjе.

На пример, у систему коjи ротира ниjе могућа синхронизациjа сатова. Док Декартов
систем координата Oxyz ротира око z-осе, све даље тачке од те осе се крећу све брже,
свака по своjоj кружници ротациjе, са све спориjим током времена (релативно у односу
на непокретне тачке z-осе). Када синхронизуjемо сатове идући у jедном смеру ротациjе
дате кружнице, десиће нам се велики скок времена након обиласка целе кружнице
и доласка на почетак. Таj ће скок бити већи са већим полупречником кружнице,
али и са већом угаоном брзином ротациjе система. Ова иначе позната немогућност
синхронизациjе сатова сада указуjе на немогућност дефинисања 3-Д садашњости за
одваjање свих будућих од свих прошлих догађаjа датог посматрача. Другим речима,
према Урисоновоj дефинициjи димензиjе, систем коjи ротира не може стати у простор-
време са четири димензиjе.

Такође, нити инерциjални системи коjи би се кретали различитим релативним брзи-
нама (сваки у jеднолико праволиниjском кретању) и коjи би због тога имали различиту
брзину временског тока, не би могли стати у четири димензиjе простор-времена, али то
ниjе тако очигледно као у примеру ротациjе. Исто jе мало jасниjе у примеру централно
симетричне гравитациjе, какву ствара планета или звезда. Радиjално привлачење ка
центру гравитациjе (планете), коjе расте са приближавањем центру, ствара све већи
отклон временске осе од вертикале (коjа се поклапа са вертикалом само у одсуству
гравитациjе и кретања). Отклони временских оса различити су у различитим тачкама
око центра, а сви су усмерени ка центру те их ниjе могуће распоредити без (наjмање)
три димензиjе времена.
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Узгред приметимо да додатне димензиjе времена о коjима овде причамо нису оне
додатне димензиjе простора са коjима ради теориjа струна18. Друго, рећи да можемо
(морамо) дефинисати додатне димензиjе времена jош увек не значи да те димензиjе
имаjу jаке везе са свакодневном неизвесношћу. Ту празнину у претходном обjашњењу
попуњава следећи пример повезуjући случаjност, ерозиjу и додатне Урисонове диме-
нзиjе. Напомињем да ерозиjе као последице случаjности могу дивергирати (ефекат
лептира - теориjе хаоса) и конвергирати (ка стабилном стању), али да су просечно
деструктивне.

Замислимо да jе део простор-времена унутар неке атмосфере ограђен зидовима коjи
потпуно одваjаjу унутрашњост (тог затвора) од спољашњости. Цигле, камен или други
употребљени грађевински материjал има три димензиjе простора и такође траjање, што
значи да има бар четири димензиjе. Претпоставимо да ови зидови неће бесконачно
траjати, него да ће због ерозиjе пре или касниjе попустити. Те четири димензиjе тада
не раздваjаjу простор-време, што значи да оно има више од пет димензиjа.

Претпоставимо обрнуто: поменути зидови ће бесконачно траjати, остаће непроме-
њени због одсуства ерозиjе или других фактора деструкциjе, онда опет према Урисоно-
воj дефинициjи простор-време не мора имати више од четири димензиjе, колико имаjу
зидови затвора. Дакле, ерозиjа као низ насумичних дешавања коjа руше структуру
материjала захтева више од четири димензиjе простор-времена.

Slika 1.11: Затворена кружна линиjа и прстен у равни π.

На слици 1.11 видимо нешто аналогно у 2-Д равни π. Лево jе затворена кружна
линиjа (димензиjе jедан) коjа потпуно одваjа област A од области B те равни, а десно
jе прстен (димензиjе два) коjи чини исто раздваjање. Међутим, линиjа лево jе фигура
(наj)мање димензиjе коjа може одвоjити област A од B равни π. Прстену десно одгова-
раjу 4-Д зидови затвора коjи, у случаjу да не траjу довољно, указуjу на постоjање више
од пет димензиjа простор-времена.

Три димензиjе времена, заjедно са три димензиjе простора, нису само последица,
већ су и претпоставка егзистенциjе обjективне случаjности. Као што смо видели, оне
су у извесном смислу и последица принципа вероватноће. Пошто о њима сазнаjемо
помоћу математичке дедукциjе, оно што називамо Васионом морамо сагледавати са
jедне стране помоћу непредвидљивости, рецимо материjалног дела света, а са друге
стране помоћу закона логике коjима се подвргава све остало. Васиона jе само онаj део
Универзума о коjем овде желимо имати неку представу.

1.1.7 Специjална релативност

Због нама великог значаjа специjалне релативности, коjу jе Аjнштаjн обjавио 1905.
године под називом „Електродинамика тела у кретању“ на немачком (в. [3]), осврнућемо

18String Theory: http://superstringtheory.com/
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се на главне резултате те теориjе из угла принципа вероватноће и до сада уочених
последица. Првo jе ново виђење простора. Дато тело jе ту где jе зато што му jе његово
становиште наjвероватниjе. Оно има другачиjа опажања других места од тела коjа се
на тим местима налазе, као и обрнуто, а jедну од таквих разлика познаjемо за тела у
инерциjалним кретањима.

Уобичаjене претпоставке коjе ћемо и овде подразумевати су следеће. Jедно тело
мируjе у инерциjалном систему координата K, а друго у систему K ′. Други систем
се креће jеднолико праволиниjски брзином v у односу на први, а оба су представљени
Декартовим правоуглим координатама Oxyz и O′x′y′z′ редом први и други. Узимамо
да се у почетном тренутку t = t′ = 0 осе система поклапаjу, K ≡ K ′, а да се кретање
дешава дуж апсциса (x и x′ осе). Сопствени посматрач jе онаj коjи дату поjаву види
у мировању, релативни посматрач jе види у кретању.

Даље радимо неуобичаjено. Вероватноћу положаjа простора процењиваћемо помоћу
таласне дужине неког произвољно изабраног фотона (електромагнетног таласа). Када
се извор фотона налази (у мировању) у системуK ′, његова сопствена таласна дужина jе
λ0 = λ′, а релативна, виђена из система K нека jе λ. Из претходних разматрања jе jасно
да опажена таласна дужина (λ) може зависити и од брзине (v) и од смера кретања
извора у тренутку посматрања. Затим претпостављамо да постоjи нека функциjа
(γ > 1) коjа зависи од брзине v таква да jе просечна таласна дужина

λ = γλ0 (1.20)

и да jе γ = 1 када jе v = 0. Наиме, већа таласна дужина значи већу размазаност
фотона на дужем интервалу и према томе мању вероватноћу његовог положаjа. Први
посматрач остаjе у свом систему (K) jер му положаjи другог (K ′) изгледаjу као стања
са мањим вероватноћама.

Ако вероватноћа честице изK да остане у свом систему износи P , онда jоj jе верова-
тноћа P ′ = P /γ да буде у K ′. Вероватноћа да се деси скок из K и K ′ свих n → ∞
честица тела пропорционална jе броjу (1/γ)n → 0, па то у теориjи вероватноће постаjе
еквивалент немогућем догађаjу. Зато важи Њутнов закон инерциjе: свако тело остаjе
у стању мировања или jедноликог праволиниjског кретања све док на њега не делуjе
неко друго тело или сила.

Уопште за све таласне поjаве (морске таласе, звук, светлост) jе производ таласне
дужине и фреквенциjе jеднак брзини таласа, па jе у овом случаjу

λf = c, (1.21)

где jе c ≈ 3 × 108 m/s брзина светлости у вакууму. Из теориjе релативности знамо да
брзина светлости (електромагнетних таласа) не зависи од брзине v извора светлости.
Смењуjући (1.20) добиjамо

f = f0/γ. (1.22)

Просечна релативна фреквенциjа (f) фотона jе мања од сопствене (f0).
Како jе фреквенциjа броj трептаjа у jединици времена, долазимо до закључка да jе

релативно време спориjе од сопственог. Опажени релативни интервал времена ∆t jе

∆t = γ∆t0, (1.23)

ако jе ∆t0 одговараjући сопствени интервал. Добили смо познату релативистичку
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формулу за дилатациjу времена, при чему jе

γ = 1
√

1 − v2

c2

. (1.24)

Потсетимо се да jе:

γ ≈ 1 + 1

2

v2

c2
+ . . . , 1

γ
≈ 1 − 1

2

v2

c2
+ . . . , (1.25)

где не пишемо четврте и више степене броjа v
c → 0 када су занемарљиви. То су

Маклоренови развоjи ових функциjа (коефициjената) у редове.
Ови закључци су већ на први поглед толико убедљиви да их jе веома тешко оспора-

вати, али они су у физици сасвим нови па ћемо их разматрати са разних страна. У
наставку полазим од запажања о квантноj спрегнутости овде започетих Хаjзенберговим
релациjама неодређености (1.8), а затим даље на другачиjи начин. Скаларни производ
`, наjмању вредност неодређености (1.9), сада пишимо

` = ∆px∆x +∆py∆y +∆pz∆z −∆E∆t, (1.26)

са истим значењем као тамо. Jасно jе да ова „генералисана неодређеност“ ` не зависи од
релативне брзине v система K ′ у односу на систем K, а знамо да jе производ окомитих
неодређености импулса и положаjа нула.

Пример 1.1.2 (Лоренцове трансформациjе). Показати да jе

{ ∆p′x = γ(∆px − β∆pt)
∆p′t = γ(∆pt − β∆px),

{ ∆x′ = γ(∆x − β∆ct)
∆ct′ = γ(∆ct − β∆x), (1.27)

где jе γ2(1 − β2) = 1. Са β = v
c ово постаjу Лоренцове трансформациjе.

Доказ. Неодређеност (1.26) jе иста у оба система K и K ′, па имамо:

`′ = ∆p′x∆x′ −∆p′t∆ct
′ =

= γ(∆px − β∆pt) ⋅ γ(∆x − β∆ct) − γ(∆pt − β∆px) ⋅ γ(∆ct − β∆x)

= γ2(1 − β2)(∆px∆x −∆pt∆ct) = `,

jер jе ∆px∆ct = ∆pt∆x = 0. Из инвариjантности, `′ ≡ `, следи γ2(1 − β2) = 1, што jе и
требало показати. Интерпретациjа Лоренцових кретања даjе β = v

c .

Приметимо да у примеру не даjемо посебну вредност релативистичком коефициjенту
гама (1.24) нити користимо претходних пар резултата, већ претпостављамо симетриjу
у начину трансформисања неодређености импулса и положаjа (1.27). То радимо зато
да бисмо коефициjент γ могли интерпретирати слично и у анализи опште теориjе
релативности.

Jош важниjа напомена jе да претходни интервали ∆x и даље, нису растоjања коjа
уобичаjено користимо у динамици (теориjи релативности), већ су то неодређености
положаjа узете из квантне механике. Па ипак, знамо да, Лоренцове трансформациjе
важе и за растоjања и за саме Декартове правоугле координате:

x′ = γ(x − βct), y′ = y, z′ = z, ct′ = γ(ct − βx), (1.28)

претпостављених система K и K ′. Отуда на познат начин добиjамо да дужину штапа
у кретању видимо краћом него у мировању.
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Пример 1.1.3 (Контракциjа дужина). Показати да jе релативна дужина у правцу
брзине v и окомито на брзину, редом:

∆r∣∣ = ∆r0/γ, ∆r⊥ = ∆r0, (1.29)

где jе ∆r0 одговараjућа сопствена дужина.

Решење. У Лоренцовим трансформациjама (1.28) изаберимо два места на апсцисама и
формираjмо сопствену ∆r0 = x′2 − x′1 и релативну дужину ∆r∣∣ = x2 − x1 истовремено,
∆t = t2 − t1 = 0. Отуда прва jеднакост. Другу добиjамо аналогно, када бирамо дужине
на ординатама (y-осама), или апликатама (z-осама).

Релативна и сопствена опажања вероватноћа, брзине протицања времена, дужина у
правцу кретања, па и самог кретања, различита су у два система. Ипак су то премалене
разлике да би нам биле неопходне нове димензиjе времена. Лоренцове трансформациjе
се односе само на инерциjалне системе у коjима можемо занемарити деловање вањских
сила, а без сила нема потребе за додатним временским димензиjама. Међутим, тада
смо на корак од других феномена коjи иду заjедно са силама.

Схватимо лиЊутнову инерциjу буквално као лењост тела, онда очекуjемо да рела-
тивна маса m тела расте са успоравањем времена, односно да jе

m = γm0, (1.30)

где jе m0 сопствена маса (лењост) датог тела. Импулс тела p =mv jе производ његове
масе и брзине. Овакво повећање масе можемо разумети повећањем енергиjе тела за
износ потрошене енергиjе у процесу повећања његове брзине. Тако jе укупна (релативна)
енергиjа

E = γE0, (1.31)

где jе E0 енергиjа коjу jе тело имало у мировању. Упоређуjући ово са оним што знамо
из класичне физике, да jе кинетичка енергиjа тела Ek jеднака разлици укупне енергиjе
коjу тело има при транслацииjи брзином v и енергиjе тог тела у мировању:

Ek = E −E0 = (γ − 1)E0 ≈
1

2

v2

c2
E0, (1.32)

где користимо апроксимациjу (1.25), а затим и Ek = 1
2m0v

2, добиjамо E0 = m0c
2 у

сопственом стању, а затим уопште:

E =mc2, p2c2 = E2 − (m0c
2)2. (1.33)

Прва jе позната релативистичка формула коjа повезуjе енергиjу датог тела са његовом
масом и брзином светлости, а друга се добиjа из ње.

Пример 1.1.4 (Енергиjа помоћу импулса). Показати да jе друга формула у (1.33)
тачна.

Решење. То следи из p = γm0v, затим:

p2c2 = m
2
0v

2 c2

1 − v2

c2

=
m2

0
v2

c2
c4

1 − v2

c2

=
m2

0 (v
2

c2
− 1) c4 +m2

0c
4

1 − v2

c2

,

p2c2 = −m2
0c

4 + (mc2)2,

а отуда тражени резултат.
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Добро су нам позната тачниjа (и опширниjа) извођења ових формула унутар специ-
jалне теориjе релативности. Оно што нам jе овде потребниjе jе њихова веза са случаjно-
шћу. На пример, помињали смо две врсте граница васионе. Jедна jе у веома великим
телима (закон великих броjева и почетак детерминизма), а друга jе у веома малим
(престанак сваке извесности). Али сада видимо да су и прва и друга границе са (скоро)
бесконачним енергиjама. Прва jе рецимо хоризонт догађаjа црне рупе, а друга jе у
веома великим енергиjама потребним да се досегну веома мале вредности. Као да jе
наша васиона енергетска празнина, вакуум у нечему.

1.1.8 Сила

Када тело осећа деjство силе оно се не креће инерциjално (поjам „инерциjално”
jе овде мало ширег значења од званичног) Лоренцове трансформациjе силе сматрамо
непоузданим. Специjална теориjа релативности заjедно са Лоренцовим трансформаци-
jама jе ограничена на инерциjална кретања код коjих тела не осећаjу деjство сила и,
наjблаже речено, њихову употребу у ширем контексту треба пажљиво разматрати.
Познати парадокси специjалне теориjе релативности настаjу, сада наглашавам, због
мешања силе са инерциjалним кретањем.

Парадокс близанаца jе jедан такав пример. Тo je jеднократно уплитање силе у
ефекте дилатациjе времена специjалне релативности. Први од браће близанаца остане
на Земљи, а други космичким бродом отпутуjе jеднолико праволиниjски до неке далеке
тачке у васиони, а затим се такође инерциjално врати назад на Земљу. Док се тамо
и назад кретао неком константном брзином у односу на првог брата, други jе спориjе
старио сагласно дилатациjи времена (1.23). Међутим, према принципу релативности,
свеjедно jе рећи коjи се кретао тим jедноликим брзинама, па би у односу на другог
брата и први требао бити млађи сагласно истоj дилатациjи. Парадоксално jе што су на
краjу два брата на Земљи са наизглед противречним тумачењима.

У овом парадоксу се jеднократно поjављуjе сила, потребна за окретање смера брзине
другог брата, када његово кретање ниjе било инерциjално. Док други брат одлази
са Земље време му тече спориjе (од времена првог брата) и он све више заостаjе у
прошлости. У обрнутом смеру, док се приближавао првом, опет му jе време текло
спориjе али jе он тада бивало у будућности све ближоj првом што jе прилазио ближе,
да би се у тренутку стизања на Земљу њихове садашњости изjедначиле. То значи да се
приликом jеднократног деjства силе, за окретање смера брзине за 180○, смањио jедан
временски период живота, али само другог брата релативно у односу на првог.

Сила jе вектор F са правцем, смером и интензитетом коjи се може употребити
за добиjање (инфинитезималног) корисног рада dE на (инфинитезималном) путу dr,
према релациjи

dE = F ⋅ dr. (1.34)

Рад jе скаларни производ вектора силе и пута. Ова релациjа jе израз закона одржања
енергиjе и у том смислу jе општиjа од Лоренцових трансформациjа. Ми те трансформа-
циjе за сада игноришемо, али и даље користимо ознаке K и K ′ за два инерциjална
система коjи се крећу узаjамном брзином v.

Компонента релативне силе F∣∣ паралелна вектору брзине v мора бити у складу са
релативном дужином dr∣∣ и енергиjом dE из формуле (1.34). Отуда прва од формула:

F∣∣ = γ2F1, F⊥ = F2. (1.35)
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Друга jедначина даjе релативну компоненту F⊥, окомиту на смер кретања. Одговараjуће
компоненте сопствене силе су F1 и F2. То jе тумачење коjе овде промовишемо, иако jе
оно прилично обрнуто од данас познатог.

На пример, нека су тела маса m1 и m2 на фиксираноj међусобноj удаљености r. Из
Њутнове механике знамо да се она узаjамно привлаче гравитационом силом

F = Gm1m2

r2
, (1.36)

где jе G = 6,674 × 10−11 m3 kg−1 s−2 гравитациона константа. Ако су та два тела у
систему K ′, постоjе два екстремна опажања из K, када су тела на правцу вектора
брзине и када су окомита на таj правац. Због контракциjе дужине само у правцу
брзине (1.29), добиjамо за одговараjуће компоненте гравитационе силе сагласност са
(1.35). Очигледно jе да исти закључак важи за све привлачне или одбоjне силе коjе
опадаjу са квадратом удаљености. Одступања од овог сматраћемо последицом нашег
недовољног познавања природе сила, местима где физику треба поправљати.

Размотримо сличан резултат, сада за производ масе и убрзања (F0 =ma) релативно
у односу на промену импулса временом (F = dp/dt). За честицу масе m имамо:

ma =mdv

dt
=m d

dt

p

m
=m( 1

m

dp

dt
− p

m2

dm

dt
) = dp

dt
− p

m

dm

dt
. (1.37)

Узели смо у обзир да се маса убрзане честице мења, а вектор убрзања a = dv/dt jе
однос вектора брзине и времена. Поред тога, вектор импулса jе производ масе и брзине,
p = mv. Према томе, сила дефинисана као производ масе и убрзања, ниjе исто што
и сила F = dp/dt као промена импулса временом. У наставку прву третирамо као
„сопствену“ а другу као „релативну“.

Употребљавамо релативистичке релациjе (1.33) у коjима се не поjављуjе брзина
(експлицитно). Из друге имамо E2 − p2c2 = const одакле узимамо извод:

2E
dE

dt
− 2pc ⋅ dpc

dt
= 0,

dE

dt
= p

E
⋅ dp
dt
c2 = p

E
⋅Fc2.

Уврстимо у (1.37) и добиjамо:

ma = F − pc

E

pc

E
⋅F = F − v

c
(v
c
⋅F) . (1.38)

Силе F0 = ma and F = d
dtp нису исте, али се могу раздваjати на по две компоненте,

паралелну брзини и окомиту на брзину. Коначно, из

ma = (1 − v
2

c2
)F∣∣ +F⊥, (1.39)

добиjамо сагласност са (1.35). Релативна компонента силе паралелна брзини v расте
пропорционално са γ2, док релативна компонента окомита на брзину остаjе jеднака
„сопственоj“. Ово jе обрнуто од начина како исте силе третира савремена физика.

Сила маси даjе убрзање тако да, из различитих праваца посматрана сила у кретању,
може стварати битно различите релативне реалности коjе ниjе могуће остварити у
условима Лоренцових трансформациjа. Из примера парадокса близанаца се види да
те силе могу бити jеднократне и снажне, али има и примера када су те силе благе (али
упорне) па опет ефикасне у мењању перцепциjе реалности.
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Нетипичан пример (локално) благе и свеприсутне силе jе космолошка одбоjна сила,
коjа jе jош увек необjашњена у физици. Сада ћемо jе покушати разумети помоћу
принципа вероватноће, односно обjективне случаjности, за коjу смо рекли да не би
имала смисла уколико природа не би имала сила. Претпоставићемо да чињенице о
ширењу свемира jош увек нису довољно поуздане, па наставак коjи следи третираjте
као тестирање претходних резултата.

Међу првима за нас значаjним космолошким открићима jе Хаблов закон коjи се
сматра основом за посматрања ширења васионе, а данас jе jедна од наjбољих потврда
за њен модел ширења (Big Bang модел), приказан сликом 1.12. Иако се откриће ширења
васионе углавном приписуjе Едвину Хаблу19, та поjава jе предвиђена раниjе, прилогом
општоj теориjи релативности Жоржа Леметра20 1927. године у коjем jе он сугерисао
не само ширење васионе, већ jе изнео и процене брзина тог ширења, данас познатом
Хабловом константом.

Slika 1.12: Брзина са удаљеношћу, према Хаблу 1929. године.

Према Хабловом закону jе просечна брзина удаљавања галаксиjе од нас

v =H0 r, (1.40)

где jеH0 = 72 km/s/Mpc константа пропорционалности (Хаблова константа, слика 1.13),
r jе наша „сопствена удаљеност“ од нас удаљене галаксиjе (коjа се може мењати током
времена) у километрима, а v jе њена брзина удаљавања у km/s. Jедан мегапарсек (Mpc)
jе мера за удаљеност jеднака милиону парсека или 3,26 милиона светлосних година, што
jе око 3,09 × 1019 km. Реципрочна вредност 1/H0 назива се Хаблово време.

На пример, галаксиjа Андромеда (M31), коjа jе са тамних места видљива и голим
оком, налази се око 0,89 Mpc од нас (2,9 милиона светлосних година), а она jе само
jедна од скоро 50 познатих из Локалних галаксиjа лоцираних 2 Mpc око Млечног пута.
Групе коjе чине галаксиjе имаjу типично 1-10 Mpc у пречнику, док су супер групе (нпр.
супергалаксиjа Вирго) пречника око 100 Mpc.

19Edwin Hubble (1889-1953), амерички астроном.
20Georges Lemâıtre (1894-1966), белгиjски физичар и свештеник.
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Slika 1.13: Савремене процене удаљавања галаксиjа.

Са становишта наших досадашњих разматрања, у хомогеном изотропном свемиру jе
логично претпоставити егзистенциjу неке свеприсутне (нпр. константне) силе F0 ≠ 0, jер
бисмо у противном имали детерминизам. Потсећам, где нема силе – нема случаjности.
Приметимо да jе то различито од Леметрове и Хаблове хипотезе да jе свемир настао у
jедном праску, а затим се ширио без деловања сталне одбоjне силе F0.

Упоредимо ово са Хабловим законом, користећи формулу за релативну енергиjу
(1.31) и дефинициjу силе F∣∣ = dp

dt =
dE
dct =

dE
dr . Приметимо да jе:

F∣∣ =
dE

dr
= E0

d

dr

1
√

1 − v2

c2

= E0H0v

c2 (1 − v2

c2
)

3/2
= E0H

2
0

c2
r0γ

2, (1.41)

где jе r0 сопствена дужина гледано са звезде. Сада можемо писати:

F∣∣ = F0r0γ
2, F⊥ = F0, (1.42)

где jе F0 = E0H
2
0 /c2 сила коjу производи честица са сопственом енергиjом E0, коjа даjе

брзину галаксиjи, jеднака окомитоj сили F⊥ = const, гледано са Земље. Тако долазимо
до константне силе (F0 = const.) васионе, коjа се свугде види jеднако као сопствена,
али не и као релативна. У правцу ширења на месту дате галаксиjе та се сила види
увећана пропорционално релативистичком фактору (γ2) и сопственоj удаљености (r0).
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У рачуну jе кориштено да jе сопствено растоjање пропорционално сопственом времену
(t0 = r0/c). Ови закључци су jош увек непознати савременоj физици.

Мала константна сила васионе (F0) са подразумеваном обjективном случаjношћу
чини да са различитих места посматрана иста галаксиjа има различите реалне развоjе.
Прве разлике чак и ако започињу веома малим корацима, због „ефекта лептира“ теориjе
хаоса, временом могу ескалирати у битно различитим временским правцима.

1.1.9 Комптонов ефекат

Комптон21 jе своjим експериментом 1923. године дао до тада наjубедљивиjу потврду
честичне природе радиjациjе. Расипаjући X-зраке слободних фотона, он jе открио да
су таласне дужине λ′ расуте радиjациjе веће од таласне дужине λ упадне радиjациjе,
приказане на слици 1.14. Научна заjедница jе прихватила мишљење да се то може
обjаснити само претпоставком да се X-зраке фотона понашаjу као честице због чега jе
Комптон добио Нобелову награду за физику 1927. године.

Упадни фотон (γ) долази са леве стране на датоj слици, са енергиjом Eγ = hν и
импулсом ∣pγ ∣ = hν/c. Он се судара са електроном (e−) коjи мируjе (импулса pe = 0).
Након судара, фотон скреће за угао θ и одлази са импулсом ∣p′γ ∣ = hν′/c, док се електрон
одбиjа (у правцу стрелице) са импулсом p′e.

Slika 1.14: Комптонов ефекат.

Из закона одржања енергиjе и импулса следи, редом:

Eγ +Ee = E′
γ +E′

e, pγ + pe = p′γ + p′e, (1.43)

hc

λ
+mec

2 = hc
λ′

+
√

(p′ec)2 + (mec2)2, p′2e = p2
γ + p′2γ − 2pγp

′
γ cos θ, (1.44)

{ (p′ec)2 = (hcλ )2 + (hcλ′ )
2 + ( 1

λ −
1
λ′ )2hcmec

2 − 2h2c2

λλ′ ,

(p′ec)2 = (hcλ )2 + (hcλ′ )
2 − 2h2c2 cos θ

λλ′ .
(1.45)

Упоређивањем два добиjена резултата налазимо

∆λ = λ′ − λ = h

mec
(1 − cos θ), (1.46)

21Arthur Compton (1892-1962), амерички физичар.
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а то jе промена таласне дужине расутог фотона у односу на упадну коjа се назива
Комптонова промена.

Када jе θ = 0, тада jе ∆λ = 0, што значи да нема промене таласне дужине фотона
и нема промене енергиjе фотона, па ниjе било судара нити електрона на тоj путањи.
Када jе θ = 180○, тада се долазећи фотон рефлектуjе назад, промена таласне дужине
jе максимална и њоj одговара максимална енергиjа коjу електрон може стећи таквим
сударом. То jе Комптоново обjашњење коjе jе убрзо потврђено и прихваћено.

Њему сада додаjемо ново обjашњење засновано на принципу вероватноће. Према
овом принципу импулс фотона мора да иде смером наjвећих вероватноћа. И заиста,
како jе вероватноћа налажења фотона на датом месту већа када jе његова таласна
дужина краћа, то и прелазак на мање вероватна стања фотона прати повећање његове
таласне дужине. Та промена на путању (релативно) мање вероватних стања праћена jе
сударом или деjством неке силе, jер jе промена хода по путањи наjвећих вероватноћа
могућа само на начин коjи ниjе спонтан. Ово ствара и могућност проширења поjма
„градиjент“ уз додатно разумевање таласне функциjе квантне механике.

Замислимо да имамо 3-Д простор Oxyz и неку реалну диференциjабилну функциjу,
T = T (x, y, z), попут температуре у пећници коjа се полако мења од тачке до тачке.
Када тражимо смер пораста температуре, посматраћемо изводе по све три координате
и помоћу њих формирати вектор

gradT = ∂T
∂x

i + ∂T
∂y

j + ∂T
∂z

k = ∇T, (1.47)

коjи се назива градиjент. Jединични вектори Декартове апсцисе, ординате и апликате
су редом i, j и k. Градиjент има правац и смер наjбржег раста температуре.

У разним тачкама температура узима
разне вредности, дефинишући неку површ
T = T (x, y, z), као на слици лево. Линиjе
површи коjе формираjу тачке константне
температуре називаjу се нивои-површи,
или геодезиjске линиjе температуре. За
тачке са истог нивоа разлике температура
су нула, па би прираштаj температуре том
линиjом био нула, њихов градиjент био би
нула вектор, а такав jе окомит на сваки
вектор, па и на ниво-површ.

Скаларни производ вектора, уопште
x = (x1, x2, . . . , xn) и y = (y1, y2, . . . , yn),
jеднак jе производу њихових интензитета
∣x∣ =

√
x2

1 + x2
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2

n и слично за ∣y∣, и
косинуса угла θ = ∠(x,y) између њих

x ⋅ y = ∣x∣∣y∣ cos θ. (1.48)

Посебно у ортонормираном систему вектора скаларни производ постаjе

x ⋅ y = x1y1 + x2y2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnyn. (1.49)

Отуда и због cos θ ≤ 1 имамо Коши-Шварцову неjеднакост:

x1y1 + x2y2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xkyk ≤
√
x2

1 + x2
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2

k

√
y2

1 + y2
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + y2

k. (1.50)
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коjа важи за све xk, yk ∈ R, где jеднакост важи ако и само ако постоjи реалан броj λ
такав да jе xk = λyk за све k = 1,2, . . . , n.

Да градиjент има правац и смер наjбржег раста температуре видимо на следећи
начин. Нека jе n = n(x, y, z) jединични вектор нормале, окомит на површ истих
температура у датоj тачки. Збир квадрата компоненти нормале nx, ny и nz jе jедан, а
угао између градиjента и нормале jе θ. Множено по координатама, скаларни производ
градиjента и нормале температуре jе:

gradT ⋅ n = ∂T
∂x

nx +
∂T

∂y
ny +

∂T

∂z
nz = ∣gradT ∣ cos θ. (1.51)

То jе скалар (броj) коjи има наjвећу вредност када jе угао између градиjента и нормале
нула, θ = 0, jер тада jе косинус максималан, cos 0 = 1. У случаjу да jе тачка T0 локални
екстрем, сва три извода су нуле, па су и градиjент и броj (1.51) нуле. Обрнуто, броj
(1.51) jе максималан када и израз у Коши-Шварцовоj неjеднакости (1.50), а то jе када
постоjи jедно λ у све три jеднакости ∂ξT = λnξ, за све три координате ξ ∈ {x, y, z}.
Отуда gradT ∣∣n.

Тиме смо доказали да градиjент (1.47) има правац и смер наjбржег раста поља
температуре, односно било коjе диференциjабилне функциjе T = T (x, y, z). Исто ће
се десити када уместо „температура“ користимо израз „потенциjал“ или неки други
назив за вредности придружене тачкама простора, ако се оне поступно (континуирано)
мењаjу од места до места, формираjући глатке ниво-плохе интензитета. Интензитет
градиjента jе интензитет тог раста. У том смислу су нам посебно занимљиве Борнове
вероватноће и таласне функциjе.

На пример, таласна функциjа слободне честице jе

ψ(r, t) = aei(p⋅r−Et)/~, (1.52)

са константном амплитудом a. Овде су p = pxi+pyj+pzk и r = xi+yj+zk редом вектори
импулса и положаjа честице у правоуглим Декартовим координатама са jедниничним
векторима оса i, j и k, а E и t су енергиjа и време (тренутак) када се честица налази
на датом месту. Градиjент ове таласне функциjе jе

gradψ = i

~
pψ. (1.53)

Када jе таласна функциjа нормирана, интензитети градиjента и импулса су jеднаки.
Штавише, оваj имагинарни градиjент има правац и смер вектора импулса, jер честица
граби кроз своj имагинарни простор држећи се максималних вероватноћа. Сопствени
простор квантних стања честице jе заправо простор комплексних таласних функциjа,
односно одговараjућих Борнових вероватноћа на начин како их та честица види.

Када пажљивиjе погледамо израз (1.53) видимо да импулс p можемо заменити са
оператором импулса

p̂ = −i~∇ = −i~( ∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k) , (1.54)

па и на десноj страни jеднакости имати градиjент ψ. Ова замена jе добро позната у
квантноj механици али сада видимо да jе она могућа управо због принципа вероватноће,
да се честица креће наjвероватниjим путањама, бар што се тиче њеног сопственог
виђења.
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Занимљиво jе приметити да су импулс и положаj у физици често симетрични и
замењиви. Тако jе и у квантноj механици. Када градиjент (1.47) дефинишемо изводима
по импулсима px, py и pz, а не по положаjима x, y и z, онда претходна анализа остаjе
иста све до (1.53). Даље настављамо тако што вектор p заменимо вектором r, а затим
оператор импулса заменимо оператором положаjа

r̂ = i~∇ = i~( ∂

∂px
i + ∂

∂py
j + ∂

∂pz
k) (1.55)

Дакле, честица следи и наjвероватниjе положаjе и наjвероватниjе импулсе.
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1.2 Информациjа

Разматрамо Хартлиjев предлог информациjе, логаритам броjа равноправних могућности,
затим Шенонов као средњу вредност таквих логаритама као и jош неке. Те нове
су поопштене Хартлиjева и Шенонова дефинициjа информациjе од коjих ће се друга
jедног дана називати количином неодређености, али jе то до даљњег небитно све док
формалну разлику имеђу неодређености и информациjе не примећуjемо.

Slika 1.15: Информациjа.

Коначни циљ jе разумевање супстанце помоћу информациjе да бисмо обjаснили
механику, динамику и гравитациjу, данас наjтврђа упоришта детерминизма. То су
места теориjе где наjмање очекуjемо узроке у случаjностима и где се не надамо открићу
информациjе као физикалне реалности.

1.2.1 Хартлиjева дефинициjа

Информациjу као броj су први успешно дефинисали Наjквист22 и Хартли23 1928.
године. Утврдили су да jе информациjа исхода jедног од jеднако вероватних могућности
пропорционална логаритму броjа могућности. Радећи за Белову телефонску компаниjу
развили су идеjу информациjе као „количине вести“, инспирисани новинарством. Већа
jе вест „човек jе уjео пса“ него вест „пас jе уjео човека“ jер jе прва мање вероватна,
приметили су, али нису наивно потрчали да информациjу дефинишу просто као броj
могућности.

Информациjа се може дефинисати као наjмањи броj питања (броj H = 1,2,3, . . . )
потребних да се бинарним претраживањем дође до (jедног од 2H) одговора. Овим
поступком уређен скуп непознатих делимо на два дела. Када сазнамо у коjем од
два дела jе оно што тражимо, таj подскуп поново делимо на два дела и тражимо
даље. Броj претражених елемената 2H jе експоненциjална функциjа броjа делења H,
коjе називамо информациjом. Дакле, информациjу можемо посматрати као инверзну
функциjу експоненциjалне, као логаритам броjа могућности, односно негативан лога-

22Harry Theodor Nyqvist (1889-1976), амерички инжењер шведског порекла.
23Ralph Vinton Lyon Hartley (1888-1970), амерички инжењер.
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ритам вероватноће исхода

H = log2N = − log2
1

N
. (1.56)

Броj H називамо Хартлиjевом информациjом, односно информациjом коjу садржи N
jеднако вероватних могућности, а броj P = 1

N вероватноћом исхода. Испоставило се да
jе такав избор био пун погодак.

На пример, за откривање jедног замишљеног (броj пет) од првих осам природних
броjева (N = 8) потребна су три питања (H = 3). На прво питање „да ли jе замишљени
броj мањи од пет“, очекуjемо само одговор „да“ или „не“ - одговор jе „не“. На друго
питање „да ли jе замишљени броj мањи од седам“ - одговор jе „да“. Треће питање jе „да
ли jе замишљени броj мањи од шест“ - одговор jе „да“. Тако сазнаjемо да jе тражени
броj пет.

Када се могућности множе, тада се информациjе сабираjу, jер jе логаритам прои-
звода jеднак збиру логаритама. Управо jе то оно своjство Хартлиjеве информациjе коjа
jу jе повезала са вероватноћом и дала jоj крила у техници. Погледаjмо то на примеру
вероватноће. Када бацамо фер новчић са две могућности, вероватноћа исхода jедне од
две jе 1

2 . Када бацамо фер коцку са шест могућности, вероватноћа исхода jедне од шест
jе 1

6 . Када бацимо и новчић и коцку броj jеднако вероватних (парова) могућности jе
дванаест (2 ⋅ 6) са вероватноћом 1

2 ⋅
1
6 = 1

12 . Информациjа jедног од тих дванаест парова
jе збир информациjе добиjене бацањем новчића и информациjе бачене коцке.

Са овом неочекиваном логаритамском адитивношћу, Хартлиjева информациjа од
апстрактне идеjе постаjе помало физикална, материjална ствар. Замислимо да из скупа
од m1 броjева на случаjан начин извлачимо jедан, па онда опет из скупа m2 броjева
извлачимо jедан и тако даље, до закључно скупа са mn броjева. Информациjа свих n
извлачења биће jеднака збиру информациjа поjединих, без обзира коjом брзином или
редоследом обављали та извлачења. То произилази из логаритамске функциjе уопште,
што нам даjе идеjу да се база логаритма (броj 2) наведене формуле може мењати.
Промена базе логаритма Хартлиjеве информациjе просто значи други избор мерних
jединица. Када jе та база 2 jединица информациjе jе „бит“, када jе база Оjлеров броj
e ≈ 2,71828 jединица jе „нат“ (natural logarithm).

У даљем тексту користимо природни логаритам lnP = loge P , па jе

H = − lnP, (1.57)

Хартлиjева информациjа коjу даjе случаjни догађаj вероватноће P ∈ (0,1). Наjинтере-
сантниjи су наjизвесниjи догађаjи вероватноће блиске jединици, када

P = 1 − x, x→ 0, (1.58)

или када jе x > 0 неки мали броj чиjи се квадрат и виши степени могу занемарити.
Развоj логаритамске функциjе у Маклоренов ред даjе

ln(1 − x) = −x − 1

2
x2 − 1

3
x3 − 1

4
x4 − . . . , (1.59)

па вредност (1.57) тада постаjе
H ≈ x, (1.60)

за x из мале околине 0. Што jе већа вероватноћа мања jе информациjа.
Поред своjе логаритамске адитивности, Хартлиjева информациjа уопште има и

поменуту новинарску особину да jе извесниjи догађаj мање информативан. Што jе

Растко Вуковић 39



ПРОСТОР-ВРЕМЕ

мањи броj (равноправних) могућности већа jе вероватноћа поjединог исхода, али jе
мања његова информациjа. Принцип реализовања наjвероватниjих случаjности постаjе
принцип шкртости у давању Хартлиjеве информациjе, део онога што овде називамо
принцип информациjе. Такође, чешћа реализациjа извесниjих догађаjа значи ређу
реализациjу неизвесниjих.

Ово своjство остаjе у извесном смислу и у скупу Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN} случаjних
догађаjа са неjеднаким вероватноћама P1, P2, . . . , PN . На пример, апроксимираjмо скуп
Ω скупом Ω′ са такође N ∈ {2,3, . . .} jеднако вероватних догађаjа, вероватноће

PA = 1

N
(P1 + P2 + ⋅ ⋅ ⋅ + PN) = 1

N
. (1.61)

Броj PA називамо аритметичком средином, просеком броjева Pk. Геометриjска средина
била би

PG = N
√
P1P2 . . . PN . (1.62)

Свака од њих, PA и PG, jе нека врста просека. То су два броjа између наjмањег и
наjвећег у датом низу, при чему важи неjеднакост PA ≥ PG, односно

1

N
(P1 + P2 + ⋅ ⋅ ⋅ + PN) ≥ N

√
P1P2 . . . PN , (1.63)

где jеднакост важи ако и само ако P1 = P2 = ⋅ ⋅ ⋅ = PN . Логаритмовањем добиjамо

− lnPA ≤ 1

N
(− log2 P1 − log2 P2 − ⋅ ⋅ ⋅ − log2 PN). (1.64)

Посебно, када поменути скуп Ω чини сав скуп међусобно независних исхода (jедан од
њих ће се сигурно десити), биће

P1 + P2 + ⋅ ⋅ ⋅ + PN = 1. (1.65)

Тада низ вероватноћа (Pk) са k = 1,2, . . . ,N називамо расподелом вероватноћа, па
аритметичка средина постаjе

PA = 1

N
. (1.66)

Оваква или онаква, средња вредност jе нека замена за Хартлиjев скуп jеднаких верова-
тноћа. У оба случаjа, информациjа просечног догађаjа ниjе већа од просека свих
информациjа.

Када год неку физичку поjаву апроксимирамо добиjамо jош мање информациjе, што
jе интуитивно разумљиво. Такође и усредњавањем губимо неке поjединости. Даље,
због настоjања да емитуjе што мање информациjе и (1.64), за очекивати jе бежање
природе у jедноставност усредњавањем, како би смањила губитке своjе неизвесности.
Наиме, Хартлиjева формула (1.56) даjе да jе преображена количина неизвесности тачно
jеданака насталоj информациjи. Реализациjом, природа губи тачно онолику количину
неизвесности колико jе информациjе емитовала. Ту правилност назовимо Хартлиjевим
законом одржања количине (неизвесности плус информациjе). Слично имамо и код
атрактора из теориjе хаоса. Бежећи у рутине, природа покушава сачувати неизвесност
и смањити емисиjу информациjе.

Да нема Паулиjевог принципа искључења (два идентична фермиона не могу бити
у истом квантном стању), коjи jе 1925. године формулисао Волфганг Паули24, бежање

24Wolfgang Pauli (1900-1958), аустриjско шваjцарско амерички теориjски физичар.
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природе у jедноставност усредњавањем могло би ићи до краjа. Сви квантни системи
били би тачно jеднаки, толико да би се могло сматрати да их постоjи само jедан. Опет, у
правоj великоj хомогености и изотропности не би било места за поремећаjе, нити за силе
и убрзања, због чега би и сама случаjност постала непотребна. Са друге стране, макро-
свет нема потребу за сличним бежањем jер има закон великих броjева коjи свакако
ограничава емисиjе информациjе.

За A,B ∈ Ω кажемо да су независни догађаjи ако дешавање jедног не утиче на
вероватноћу другог. Посебно, та два догађаjа су статистички независни акко25 jе

P (A ∩B) = P (A)P (B). (1.67)

Како jе логаритам производа jеднак збиру логаритама, то jе Хартлиjева информациjа
статистички независних догађаjа jеднака збиру информациjа поjединих догађаjа.

Хартлиjеву информациjу поопштавамо и на случаjеве условних вероватноћа. За
два дата догађаjа, вероватноћу првог под условом да се десио други дефинише:

P (A∣B) = P (A ∩B)
P (B)

. (1.68)

Оваj броj jе све већи када догађаj A више зависи од B (за константно B), па jе
информациjа условног догађаjа

− lnP (A∣B) = − lnP (A ∩B) + lnP (B), (1.69)

све мања када A више зависи од B.
Према томе, Хартлиjева информациjа условне вероватноће прати наша очекивања

у вези са квантном спрегнутошћу26. Приметимо овде jош jедну потврду принципа
информациjе, да се неизвесност не реализуjе када то ниjе потребно. Ово се добро
уклапа у „принцип наjмањег деjства“27 коjи ћемо касниjе такође слично третирати.

У физици то „наjмање деjство“ jе вариjациони принцип коjи примењен на акциjу
(производ импулса и пута, или енергиjе и времена) даjе jедначине кретања датог система.
Различите акциjе се мораjу или минимизирати или максимизирати. Нпр: „светлост се
одбиjа тако да троши наjмање времена и стиже наjбрже што може“, доследно ћемо
преводити: „да произведе наjмање информациjе“.

Пример 1.2.1 (Независни догађаjи). Ако jе пар A,B статистички независан, онда
су тако независни и парови догађаjа:

A,B′ A′,B A′,B′

где прим значи негациjу, тj. комплементан догађаj.

Решење. За први пар имамо редом:

P (A ∩B′) = P (A)P (B′∣A) = P (A)[1 − P (B∣A)] = P (A)[1 − P (B)] = P (A)P (B′).

Слично доказуjемо и остала два.
25акко - ако и само ако
26Очекуjемо да су квантно спрегнути догађаjи зависни и да се дешаваjу (имаjу реалне последице)

са смањеном емисиjом информациjе.
27Principle of least action: https://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_least_action
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1.2.2 Борнова информациjа

Хартлиjева информациjа непосредно примењена на Борнову вероватноћу даjе:

H = ln ∣ψ∣2 = ln(ψ∗ψ) = lnψ∗ + lnψ, (1.70)

што значи да можемо дефинисати комплексну функциjу L ∈ C таласне функциjе ψ
квантне механике, изразом

L = Lnψ = ln ∣ψ∣ + iArgψ, (1.71)

где jе ∣ψ∣ =
√
ψ∗ψ модуо комплексног броjа ψ, i jе имагинарна jединица, а Argψ

угао у радиjанима, или аргумент, коjи комплексни броj ψ заклапа са реалном осом
у комплексноj равни. Броj L називамо таласном или комплексном информациjом
Хартлиjа. Оваj логаритам jе инверзан експоненциjалноj функциjи, па jе

ψ = eL (1.72)

комплексна вероватноћа. Производ коњуговано комплексних вероватноћа jе Борнова
вероватноћа.

Slika 1.16: Комплексна раван.

На слици 1.16 видимо приказ комплексног броjа ψ = x + iy у комплексноj равни,
чиjе су реална и имагинарна проjекциjа на апсциси и ординати редом R(ψ) и I(ψ).
Кружница jединичног полупречника представља тачке z = x+iy са координатама (x, y)
за коjе важи x2 + y2 = 1, па увек постоjи угао ϕ да jе

z = cosϕ + i sinϕ, ∣z∣ = 1. (1.73)

За два таква броjа z1 и z2 са угловима ϕ1 и ϕ2 производ z1z2 jе опет на jединичноj
кружници са углом ϕ1+ϕ2. То се лако доказуjе множењем комплексних броjева z1 и z2

и применом адиционих формула за косинус и синус. Када се косинус и синус развиjу
у редове, њихов збир z jе развоj у ред експоненциjалне функциjе, па jе

eiϕ = cosϕ + i sinϕ = cis(ϕ). (1.74)
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То jе Оjлерова jеднакост28. Зато се сваки комплексан броj може писати у облику

ψ = ∣ψ∣(cosϕ + i sinϕ), (1.75)

где jе ∣ψ∣ модуо (дужина од исходишта O до броjа ψ), а ϕ = Argψ jе аргумент (угао
између апсцисе и те дужи).

Конjуговано комплексним броjевима ψ∗ и ψ апсциса jе оса симетриjе, па они имаjу
исте реалне вредности а имагинарне супротног знака. Тако jе:

ψ∗ψ = [R(ψ) − iI(ψ)][R(ψ) + iI(ψ)] =R2(ψ) + I2(ψ), (1.76)

а то jе квадрат дужине од O до тачке ψ, хипотенузе правоуглог троугла са теменима
O, Re(ψ) и ψ на слици 1.16.

На тоj слици се види да угао ϕ = Argψ остаjе у бити исти када му додамо или
одузмемо произвољно много пуних углова 2kπ (k = 0,±1,±2, . . . ). Основни угао тих
углова обично означавамо са argψ ∈ (−π,π]. Према томе, броj L jе периодичан са
основним периодом 2π. Међутим, чак и ако користимо само основни аргумент па
пишемо

L = ln ∣ψ∣ + iargψ, argψ ∈ (−π,π], (1.77)

комплексна експоненциjална функциjа (1.72) jе периодична функциjа, због

eL+2iπ = eL, (1.78)

па jедначина (1.72) има бесконачно много решења у домену комплексног L ∈ C. То jе
некада у математици био повод парадокса, попут следећег.

Пример 1.2.2 (Бернули-Лаjбницов парадокс). Постоjи лажан низ дедукциjа коjи
наводно доказуjе да jе arctg(1) = 0, поред arctg(1) = π

4 .

Решење. Поменути низ „дедукциjа“ jе:

arctg(x) =
ˆ x

0

dξ

ξ2 + 1
=
ˆ x

0

1

2i
( 1

ξ − i
− 1

ξ + i
) dξ = 1

2i
ln
x − i
x + i

,

па за x = 1 добиjамо:

arctg(1) = 1

2i
ln

1 − i
1 + i

= 1

4i
ln(1 − i

1 + i
)

2

= 1

4i
ln(−1) = 1

8i
ln(−1)2 = 1

8i
ln 1 = 0.

Међутим, arctg(1) = π
4 .

Парадокс настаjе због неузимања у обзир вишезначности логаритма комплексног
броjа, jер jе Ln z = ln ∣z∣ + i(arg z + 2kπ) за произвољно k ∈ Z. На пример, за k = 1 биће
Ln(1) = 2iπ па имамо:

arctg(1) = 1

8i
Ln(1) = 1

8i
2iπ = π

4
,

и нема парадокса.

Зато што jе информациjа L комплексан броj, зато jе комплексна вероватноћа (1.72)
периодична. Помињали смо да физичке поjаве коjе немаjутачне реалне вредности (као
и нуле полинома када немаjу реалних нула) не можемо тачно представљати реалним
броjевима. Сада видимо и даље, да су функциjе инверзне таквима обавезно периодичне.
Зато jе таласна функциjа квантне механике периодична.

28Функциjа cis(ϕ) = eiϕ се користи од недавно.
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1.2.3 Таласи материjе

Таласи материjе су централни део квантне механике. Они су произашли из особина
квантних система да су истовремено и таласи и честице. Мали делови материjе имаjу
и таласна и квантна своjства, што се назива дуализмом талас-честица. На пример,
електрони показуjу особине дифракциjе, груписања по слабиjим и jачим концентричним
кружницама, када наиђу на препреку или мораjу проћи кроз отвор. Таласи електрона
су заправо таласи вероватноће коjи ствараjу нове и нове позициjе електрона (чиjи
се делови маса, наелектрисање или спин не могу даље делити) док време одмиче,
држећи се принципа да ће jедном реализована честица у датом тренутку бити опет
наjвероватниjа у истим околностима и у следећем тренутку, све док нека сила не
поремети ту вероватноћу. Као атрактори, таласи вероватноће се могу апроксимовати
синусоидама.

На слици 1.17 приказан jе jедноставан талас, представљен синусоидом y = a sin bx.
Талас осцилуjе око апсцисе (x-осе) са максималним одступањима у правцу ординате
(y-оса) константним амплитудама (a), коjе се (a, b = const.) периодично понављаjу.
Растоjање између две суседне истосмерне амплитуде назива се таласном дужином
(λ = 2π/b) или основним периодом таласа.

Slika 1.17: Jедноставан талас.

Зато што су параметри a и b дате синусоиде константе, талас изгледа равномерно
као на слици. Ако се параметри мењаjу дуж апсцисе, a = a(x) и b = b(x), синусоида jе
стационарна, али ниjе обавезно равномерна. Уопште, стационарним стањем називамо
оно коjе се не мења временом. Када се параметри таласа мењаjу и временом, али
тако да амплитуде осцилуjу из горњег у доњи смер ординате не мењаjући место на
апсциси, тада имамо стоjеће таласе. Непокретне тачке на оси таквих таласа називамо
чворовима таласа. Коначно, гомила таласа на jедном месту коjе може да се креће (не
мора) назива се таласни пакет.

Фаза таласа jе позициjа тачке таласа у датом тренутку током његовог периодичног
кретања временом. За врх амплитуде стоjећег таласа кажемо да се помера паралелно
ординати (горе-доле), док се код таласа у покрету помера паралелно апсциси (лево-
десно). Рецимо, када се синусоида на датоj слици помери за дужину −α паралелно
апсциси, тада се добиjе нова синусоида:

y → y1 = a sin[(x + α)b] = a sin(xb + ϕ), (1.79)
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па кажемо да фазни помак износи ϕ = αb. Фазни помак се може мењати временом и
тада пишемо ϕ = ϕ(t), када jе фазна брзина ϕ̇ = dϕ/dt. То jе брзина простирања таласа
(апсцисом на слици 1.17).

У динамици флуида уопште, дисперзиjа (расипање) водених таласа се односи на
расипање фреквенциjе, што значи да таласи различитих таласних дужина путуjу разли-
читим фазним брзинама. Вода са своjом слободном површином у том смислу спада у
дисперзивне медиjе, а водени таласи коjи се простиру површином воде су покретани
површинском напетошћу и гравитациjом. Важност гравитациjе за кретање таласа воде
сада, након претходног разматрања, значи да дубље узроке таласног кретања воде
треба тражити у принципу вероватноће и последицама.

Код трансферзалних (окомитих) таласа попут водених, вредност ординате буквално
значи износ отклона таласа од правца његовог простирања дуж апсцисе. Код лонгиту-
диналних (уздужних) таласа попут звучних, вредност ординате jе мера стискања медиjа
дуж правца кретања таласа. Водене таласе покрећу импресиjе и депресиjе, а звучне тзв.
компресиjе и рарефракциjе. Компресиjе су области високог притиска, рарефракциjе
су области ниског. Аналогно гравитациjи, показаће се да и притисак има везе са
вероватноћом.

Прикривени ефекти неизвесности макросвета су изражениjи у микросвету. Реализа-
циjама случаjних догађаjа настаjу информациjе чиjе мноштво настало „сада“ чини
нашу садашњост. Садашњост затим постаjе наша прошлост. То jе скраћени опис
трансформациjе неизвесности, коjа се на краjу таложи у (углавном) стабилну прошлост
због закона одржања информациjе. Наша прошлост jе таман толико променљива
колико неизвесности чуваjу њени поjедини догађаjи. Са друге стране, оно што jе
реализовано у облику информациjе тачно толико jе непроменљиво колико можемо
веровати информациjи добиjеноj у одговараjућем експерименту.

Интуитивно jе jасно да се информациjа неће мењати померањем квантног система
дуж координатне осе (укључуjући време), ако се неће мењати вероватноћа. Аналитички
облик тог тврђења имамо у следећем примеру.

Пример 1.2.3 (Конзервациjа неизвесности). Показати да за ξ ∈ {x, y, z, ct} jедначина

∂ψ∗

∂ξ
ψ + ψ∗∂ψ

∂ξ
= 0, (1.80)

значи одржање неизвесности стања ψ = ψ(r, t) променом координате ξ.

Решење. Количина неизвесности се неће променити ако и само ако се вероватноћа дуж
ξ неће променити. Извод Борнове вероватноће jе:

∂

∂ξ
∣ψ∣2 = ∂

∂ξ
(ψ∗ψ) = ∂ψ

∗

∂ξ
ψ + ψ∗∂ψ

∂ξ

па због
∂

∂ξ
∣ψ∣2 = 0

добиjамо тражену jеднакост.

Непромењена неизвесност значи и не-реализациjу случаjних догађаjа и не-стварање
нове информациjе затвореног квантног система. Због претходно поменутог закона
одржања укупне неизвесности и информациjе, такав систем би требао да одржава
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непромењену информациjу када год чува непромењеном неизвесност. И заиста, из
(1.70) диференцирањем добиjамо:

∂

∂ξ
H = ∂

∂ξ
ln ∣ψ∣2 = 1

∣ψ∣2
∂

∂ξ
∣ψ∣2 = ∂ψ

∗

∂ξ
ψ + ψ∗∂ψ

∂ξ
,

па из ∂ξH = 0 следи (1.80). Обрнуто, из (1.80) заменом (1.72) добиjамо:

0 = ∂ψ
∗

∂ξ
ψ + ψ∗∂ψ

∂ξ
= eL

∗

eL
∂L∗

∂ξ
+ eL

∗

eL
∂L

∂ξ
= eL

∗+L ∂

∂ξ
(L∗ +L),

а отуда ∂ξH = 0.
Покажимо на сличан начин и оно што смо интуитивно наjавили са инерциjалним

кретањем и силом. Пре свега, да су вероватноћа и Хартлиjева информациjа константне
када нема деjства силе. На пример, Диракова29 jедначина сведена на апсцису

[βmc2 + c(
3

∑
n=1

αnpn)]ψ(x, t) = i~
∂ψ(x, t)
∂t

, (1.81)

инвариjантна jе на Лоренцове трансформациjе. Следећи пример показуjе да решења
ове jедначине задовољаваjу jеднакост очувања (1.80).

Пример 1.2.4. Показати да свако решење Диракове jедначине чува информациjу.

Решење. Из (1.81) следи, редом:

[βmc2 + c(
3

∑
n=1

αnpn)]ψψ∗ = i~
∂ψ

∂t
ψ∗,

−[βmc2 + c(
3

∑
n=1

αnpn)]ψ∗ψ = i~∂ψ
∗

∂t
ψ,

а отуда сабирањем

0 = i~(∂ψ
∂t
ψ∗ + ∂ψ

∗

∂t
ψ) ,

одакле тражени услов (1.80).

Решења коjа не обухвата Диракова jедначина налазе се уШредингеровоj30 jедначини,
коjу такође можемо написати у облику за апсцису и време

− ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+U(x, t)ψ = i~∂ψ

∂t
, (1.82)

где jе таласна функциjа ψ = ψ(x, t). Први сабирак jе кинетичка енергиjа, други jе
потенциjална енергиjа, а на десноj страни jеднакости jе укупна енергиjа. Маса честице
jе m, потенциjал U(x, t) а i jе имагинарна jединица. Према томе, овако написана
Шредингерова jедначина изражава закон одржања енергиjе.

29Paul Dirac (1902-1984), енглески математичар.
30Erwin Schrödinger (1887-1961), аустриjски физичар.
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Jедноставниjа решења ове jедначине добиjамо када нема промена стања временом
ψ = ψ(x) и када jе потенциjал функциjа само апсцисе U = U(x). У наjjедноставниjем
случаjу, за слободну честицу-талас, добиjамо решење:

ψ(x) = aeikx, ~2

2m
k2 = E, p = ~k. (1.83)

где jе a реална константа, p импулс честице, k (реалан) таласни броj, E енергиjа
честице, ~ = h/2π, h = 6,626 ⋅ 10−34 Js jе Планкова константа. То jе стационарно стање.
Да за слободну честицу важи закон одржања информациjе (1.80) следи из следећег
израчунавања:

ψ∗(x) = ae−ikx, ψ(x) = aeikx,

∂ψ∗

∂x
= −ikψ∗, ∂ψ

∂x
= ikψ,

∂ψ∗

∂x
ψ = −ikψ∗ψ, ψ∗

∂ψ

∂x
= ikψ∗ψ,

ψ∗
∂ψ

∂x
+ ∂ψ

∗

∂x
ψ = 0,

Према томе, важи jеднакост (1.80). Међутим, информациjа ниjе исто што и енергиjа,
па можемо очекивати да нека решења Шредингерове jедначине (1.82) не испуњаваjу
услов одржања информациjе.

И заиста, за честицу у побуђеном стању, када a = a(x) више ниjе константа, сличним
поступком налазимо

dψ∗

dx
ψ + ψ∗dψ

dx
= 2a

da

dx
≠ 0, (1.84)

када jе извод da(x)
dx ≠ 0. Упоређуjући са претходним, сада можемо приметити да су

овакве честице у неинерциjалним системима.
Дакле, када поопштену Хартлиjеву дефинициjу (1.70) и таласну функциjу напишемо

у облику (1.72), тада jе L поопштена информациjа и комплексан броj. Из очувања
вероватноће (1.80) следи ∂ξ(L∗+L) = 0, што значи очување реалног дела те информациjе,
док имагинарни део чини функциjу ψ = lnL периодичном. Међутим, сила ремети
вероватноћу и мења информациjу, што потврђуjе (1.84).

Слободна честица (1.83) jе у стационарном стању, jер на њу не делуjу силе и
према томе њена се енергиjа не мења временом. Слободне честице такође представљаjу
вероватносне таласе, нормиране тако да укупна површина испод графа квадрата норме
таласне функциjе, па до x-осе износи jедан. Зато jе за њена стања битно одакле jе
кренула (рецимо догађаj D1) и докле jе стигла (догађаj D2), на интервалу где „знамо“
да се налази. И то има своjе чудне последице коjе сам већ описивао.

Нека jе та равномерна „слободна“ честица фотон коjи путуjе од интеракциjе D1

до D2. Због обjективне неизвесности (ма како нешто било организовано оно се увек
може изjаловити) фотон након напуштања догађаjа D1 не може бити сасвим сигуран
у сусрет са догађаjем D2. Ако се догађаj D2 никада не деси, амплитуде вероватноће
његове таласне функциjе ће се толико развући до чињенице да фотон никада ниjе
нити постоjао, да се догађаj D1 у његовоj историjи никада и ниjе десио. Напротив,
ако се фотон сретне са догађаjем D2, његова се прошлост мора прилагодити тако да
и догађаj D1 буде реалан. Ако су та оба догађаjа реални биће испоштован (рецимо)
закон одржања импулса, иначе неће.
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Према томе, разматрамо теориjу у коjоj се квантна спрегнутост подразумева.
Веруjемо не само у оно „фантомско деловање на даљину“ коме се противио Аjнштаjн,
већ и у деловање садашњости на прошлост. Прошлост, заjедно са простором и материjом
васионе, jе депониjа информациjа и она jе траjна ствар само толико колико важи
закон одржања информациjе. Са друге стане, неизвесност jе оно што ниjе постало
информациjа, а тога наша васиона има значаjно више него свог до сада створеног
времена, простора и материjе.

1.2.4 Шенонова дефинициjа

Развиjаjући Хартлиjеву идеjу и радећи за исту компаниjу, Клод Шенон31 jе 1948.
године дефинисао информациjу догађаjа различитих вероватноћа. За основу jе узео
расподелу вероватноћа. У дискретном случаjу тада имамо наjвише преброjив скуп
независних случаjних догађаjа Ω из коjег се реализуjе по jедан догађаj ωk ∈ Ω са
вероватноћом Pk = Pr(ωk) ≥ 0. Збир свих вероватноћа расподеле jе jедан. Нека догађаj
ωk редом за k = 1,2,3, . . . носи Хартлиjеву информациjу Hk = − lnPk. Средња вредност
свих, математичко очекивање, износи

S = −∑
k

Pk lnPk, ∑
k

Pk = 1, (1.85)

где се сабира по свим индексима k. То jе Шенонова информациjа у дискретном случаjу.
Оваj се израз своди на Хартлиjев (1.57) када су сви исходи jеднаких вероватноћа.
Аналогно се дефинише Шенонова информациjа у случаjу континуума, помоћу густине
вероватноће ρ ≥ 0 коjа зависи од дела ω ⊆ Ω неког континуума Ω случаjних догађаjа,
интегралом:

S = −
ˆ

Ω
ρ lnρdω,

ˆ
Ω
ρdω = 1, (1.86)

Те дефинициjе су дуго сматране jединим, а затим и наjбољим поопштењем Хартлиjеве
информациjе.

Шенонова информациjа задржава ону новинарску особину вести према коjоj jе оно
што jе више вероватно мање информативно и обрнуто. То се може разумети и на
примерима узорака текстова. Српска азбука има n1 = 30 слова, енглеска n2 = 26, а
знамо да се различити знакови у тексту различитих jезика поjављуjу са различитим
вероватноћама. Просечна поjава слова jе n-ти део свих, мада jе фреквенциjа поjединог
слова углавном различита од просека, од 1/n броjа свих слова у алфабету. Ипак, када
jе n1 > n2, биће вероватноћа просечне поjаве слова у првом тексту мања од таквог у
другом, али ће Шенонова информациjа бити већа. Помоћу азбуке са више слова могуће
jе написати више различитих речи дате дужине.

Други пример шкртарења са Шеноновом информациjом откривамо и у познатоj
ергоричкоj теореми за Марковљеве ланце. Укратко, када се информациjа преноси
каналом везе, преносником надовезаним много пута, услед сметњи (шума) коjе су у
пракси неотклоњиве, на краjу преноса добиjамо неку поруку чиjи код не зависи много
од саме послате поруке, колико од природе канала. Као да природа сакрива сложениjу
(информативниjу) поруку jедноставниjом, помоћу сметњи. То бисмо имали и у дечиjоj
игри „глувих телефона”, где свако дете у низу следећем на ухо тихо пренесе поруку од
претходног. Када би сва деца била сличне нарави и када би их било довољно много у

31Claude Elwood Shannon (1916-2001), амерички математичар.
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игри, онда би независно од почетне поруке коначна била, рецимо „мама”. Информациjа
се расипа и не обнавља. Она не настаjе ни из чега.

Шенонова информациjа такође има и особину конзервациjе само у инерциjалним
системима. То можемо видети на примеру дискретне квантне информациjе Борнових
вероватноћа

S = −∑
k

∣ψk∣2 ln ∣ψk∣2, ∑
k

∣ψk∣2 = 1. (1.87)

Узимаjући извод дуж координате ξ = x, y, z, ct добиjамо

∂ξS = −∑
k

(1 + ln ∣ψk∣2)∂ξ ∣ψk∣2, (1.88)

што значи да jе Шенонова информациjа константна (∂ξS = 0) када jе расподела конста-
нтна, тj. када се дуж координата (ξ) не мењаjу поjедине вероватноће (∣ψk∣2).

У случаjу случаjних догађаjа из континуума Ω, Шенонова информациjа jе

S = −
ˆ

Ω
∣ψ∣2 ln ∣ψ∣2 dω,

ˆ
Ω
∣ψ∣2 dω = 1, (1.89)

при чему су ω ⊆ Ω подскупови. Таласна функциjа

ψ(x, t) = φ(x)e−iEt/~ (1.90)

дефинише стационарно квантно стање. Наиме, лако проверавамо:

∣ψ(x, t)∣2 = ψ∗(x, t)ψ(x, t) = φ∗(x)φ(x). (1.91)

Зависност од времена jе ишчезла. Просторни део ове таласне функциjе задовољава
временски независну Шредингерову jедначину за x-осу

− ~2

2m

d2φ(x)
dx2

+U(x)φ(x) = Eφ(x), (1.92)

где jе U(x) потенциjална енергиjа, E jе енергиjа система. То jе диференциjална jедна-
чина другог реда са jедном непознатом, не баш jедноставна, али прилично детаљно
истражена у математици.

Подсетимо се да су и у конкретним ситуациjама квантне механике решења jедначине
(1.92) добро позната. Општа решења су облика

φ(x) = Ce±k(x−x0)±if(x), (1.93)

где су C,k, x0 константе и f(x) функциjа, коjе зависе од разматраног случаjа. На
пример, приметимо да код израчунавања вероватноће имагинарни део ишчезава, па
можемо ставити f(x) ≡ 0, а затим бирамо почетак x0 = 0. Ако jе константа k позитивна
испред остављамо минус да би φ(x) конвергирало када x→∞. Константу C одређуjемо
нормирањем на десноj полуоси. Из

´∞
0 ∣φ∣2dx = 1 следи C =

√
2k, па jе

φ(x) =
√

2k e−kx, x ≥ 0. (1.94)

Уврштавамо φ у (1.92) и налазимо

k = 1

~
√

2m(U −E) ≥ 0. (1.95)
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За ово решење, Шенонова информациjа jе:

S = −
ˆ ∞

0
∣φ∣2 ln ∣φ∣2dx = 1 − 2k ≥ 0, (1.96)

а отуда 0 ≤ U −E ≤ ~2k2
2m . Слично радимо и са осталим решењима (1.93).

Наведени пример са поентирањем на краjу jе приказ jедноставне употребеШенонове
информациjе у анализи квантног система. Али и поред таквих наизглед лаких могућно-
сти, чини се да jе физичари не користе довољно. То можда због њене непоузданости
коjа се види из следећег примера.

Пример 1.2.5. Навести пример добро дефинисане расподеле чиjа Шенонова информациjа
дивергира.

Решење. Познато jе да први наведени ред дивергира, а други да конвергира:

A ∶
∞

∑
k=2

1

n lnn
= ∞, B ∶

∞

∑
k=1

1

n ln2 n
= b ∈ R+.

Коефициjенти овог другог подељени са b чине добро дефинисану расподелу вероватноћа.
Међутим, Шенонова информациjа такве расподеле дивергира. Заиста:

S = −
∞

∑
k=1

1

bn ln2 n
ln

1

bn ln2 n
=

∞

∑
k=2

ln b + lnn + ln ln2 n

bn ln2 n
=

=
∞

∑
k=2

ln b

bn ln2 n
+

∞

∑
k=2

lnn

bn ln2 n
+

∞

∑
k=2

ln ln2 n

bn ln2 n
→∞,

jер средњи збир дивергира заjедно са A.

Овде нећемо сасвим веровати у поузданост анализе помоћу Шенонове информа-
циjе, плашећи се добрих расподела за коjе она може дати овакве лоше резултате. Други
проблем са овом дефинициjом информациjе долази од њене ограничености на расподелу
вероватноћа. Она jе типична за jедан процес коjи из унапред датог скупа на случаjан
начин генерише исходе само по jедан, или jедан по jедан као у шаховскоj игри. Збир тих
вероватноћа jе jедан (∑Pk = 1) jер jе исход из датог скупа сигуран догађаj. Међутим,
природа не функционише на само таj начин.

1.2.5 Скаларни производ

Природа често паралелизуjе, кажемо мултипроцесира. На пример, у различитим
деловима људског тела покрећу се различити процеси коjи контролишу функциjе jеди-
нственог организма на начин коjи сматрамо независним. То су рад срца и крвних
судова, рад jетре, органа за варење, покретање руку и ногу, гледање, говор и многи
други. Веруjемо да неколико хиљада независних процеса раде у нашем телу стално.

О мултипроцесирањима живих бића сам написао књигу „Информациjа перцепциjе“
(в. [2]). Поjедностављено речено, та се књига може сматрати и као проверавање само
jедне формуле коjа повезуjе слободу, интелигенциjу и хиjерархиjу:

` = i ⋅ h. (1.97)
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Као и у овоj књизи и тамо се подразумева постоjање различитих опциjа а „живо биће” jе
дефинисано своjом способношћу да доноси одлуке. Броj ` jе слобода jединке, количина
могућности коjу jединка има захваљуjући своjим чулима и уопште своjим перцепциjама.
Вектор i jе интелигенциjа jединке дефинисана као способност њеног кориштења датих
могућности. Вектор h jе хиjерархиjа дефинисана као способност окружења да jединки
ускрати њене могућности. Према томе, слобода живог бића jе скаларни производ
вектора његове способности и околних ограничења.

У књизи разматрана jединка jе човек коjи живи у друштвеном систему и другим
околностима. Такође, то jе и мрав у мрављоj колониjи, или травка у травњаку. Формула
(1.97) jеднако важи и за ћелиjу jетре коjа jе jединка у свом окружењу коjе чини околно
тело живог бића. Са друге стране, она се такође не да нити извести неком дедукциjом
из утврђених, па jе у томе смислу слична формули кинематике о производу брзине и
времена коjи даjе пређени пут (vt = s), у време пре Галилеjа32.

У поменутоj књизи jе наговештено, али ниjе инсистирано, да се израз за слободу
(1.97) може проширити и на неживе ствари. Такво ширење нас формално неће довести
у контрадикциjу просто зато што таj израз представља у математици проверени и добро
познати скаларни производ вектора. Друго, мора бити могуће проширење Шенонове
формуле, jер васионом „владаjу” случаjности и то на начин мултипроцесирања за чиjе
описивање jе Шенонова формула неподесна и недовољна. Коначно, формула (1.97)
се своди на Шенонову када за компоненте првог вектора узмемо вероватноће неке
расподеле а за компоненте другог логаритме тих вероватноћа.

Претпостављамо да су „жива бића” и „неживе твари” у неком дуализму, ако већ
нису jедно те исто, тако да док прва теже што већоj слободи (`), друга теже што мањоj
емисиjи информациjе (означићемо jе L). Зато нам требаjу допуне поменуте формуле.
У књизи (в. [2] пример 1.5.2, затим теорема 1.5.4.) jе у примеру доказана jедноставна
импликациjа

(p1 ≥ p2) ∧ (q1 ≥ q2) ⇒ (p1q1 + p2q2 ≥ p1q2 + p2q1), (1.98)

коjа jе затим поопштена у теорему о произвољним низовима. Две n-торке броjева
p = (p1, p2, . . . , pn) и q = (q1, q2, . . . , qn) чине опадаjуће уређене n-торке ако важе све
неjеднакости:

p1 ≥ p2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ pn, q1 ≥ q2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ qn. (1.99)

Тада jе њихов скаларни производ

p ⋅ q = p1q1 + p2q2 + ⋅ ⋅ ⋅ + pnqn (1.100)

максималан. Заменимо ли места било коjа два члана jедног од низова, без промене
осталих чланова, можемо добити само мању вредност скаларног производа. То jе
смисао поменуте теореме.

Последица jе да Шенонова информациjа као скаларни производ низа вероватноћа и
низа негативних логаритама одговараjућих вероватноћа представља максималан такав
производ. Заменом места две вероватноће (или два логаритма) добио би се мањи
резултат. Према томе, да бисмо избегли дивергенциjе попут оне у примеру 1.2.5,
дефинисаћемо n-торке p и q тако да добиjемо мањи скаларни производ.

Из исте импликациjе (1.98) следи да из обрнутог поретка уређења двочланих низова
p и q следи мањи скаларни производ. Уопште, ако jе

p1 ≥ p2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ pn, q1 ≤ q2 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ qn (1.101)
32Galileo Galilei (1564-1642), италиjански математичар, физичар, астроном, филозоф.
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тада опет због (1.98) важи неjеднакост

(p1q2 + p2q1) + (p3q3 + ⋅ ⋅ ⋅ + pnqn) ≥ (p1q1 + p2q2) + (p3q3 + ⋅ ⋅ ⋅ + pnqn).

Даље лако налазимо да jе скаларни производ обрнуто уређених низова (1.101)

L = p ⋅ q =
n

∑
k=1

pkqk (1.102)

минималан.

Пример 1.2.6. Доказати импликациjу (1.98).

Доказ. Из претпоставке p1 ≥ p2 и (q1 − q2) ≥ 0 множењем имамо p1(q1 − q2) ≥ p2(q1 − q2)
а након сређивања и закључак.

Теорема 1.2.7. Скаларни производ (1.102) jе наjмањи акко (1.101).

Доказ. Када компоненте вектора p у производу (1.102) нису поредане на начин (1.101),
пресложимо сабирке. Сабирање jе комутативно. Претпоставимо даље да су компоненте
вектора p уређене на дати начин а компоненте вектора q нису. Нека jе qk наjмањи броj
од свих компоненти q. Ако то ниjе први члан, заменимо места q1 и qk у датом производу.
Нови скаларни производ jе мањи од претходног. Затим посматраjмо све чланове q осим
првог и поновимо поступак, тако да се следећи наjмањи члан нађе на другоj позициjи,
при чему ће скаларни производ бити jош мањи. Након n корака имаћемо све мањи
производ (1.102) и на краjу уређене чланове на начин (1.101).

Зато што су сабирци скаларног производа комутативни, чланове датих n-торки
можемо премештати у паровима, замењуjући i-ти са j-тим чланом jедне n-торке уз исту
замену одговараjућег пара друге. Ако се након таквих премештања добиjе директна
(1.99) или обрнута (1.101) уређеност компоненти, онда ћемо рећи да су дати вектори
адаптирани. У случаjу Шенонове информациjе или максималне слободе ` из поменуте
књиге, имамо позитивну односно директну адаптациjу. У случаjу минималне слободе,
у овоj књизи поменутог принципа информациjе, имамо негативну односно обрнуту
адаптациjу. Радимо даље у складу са (1.9).

1.2.6 Лагранжиjан

Полазећи од Хаjзенбергових релациjа (1.8) добиjамо минималан израз

L = ∆px∆x +∆py∆y +∆pz∆z −∆E∆t, (1.103)

чиjа jе вредност ~ у свим инерциjалним системима. Зато што jе то заиста инвариjанта
инерциjалних кретања, у примеру 1.1.2 смо могли извести Лоренцове трансформациjе.
Са друге стране, из истог смо добили и израз (1.9) коjи представља (поопштени)
скаларни производ вероватноћа положаjа и неодређености положаjа. Слично смо могли
добити и скаларни производ вероватноћа положаjа и импулса. У оба случаjа већоj
вероватноћи одговара мања неизвесност (у сабирку из L) па, према теореми 1.2.7,
скаларни производ има минималну вредност. Према томе, за израз L важи принцип
наjмањег деjства (акциjе), иначе добро познат у физици кретања. Обjаснићу.

Зато што, зависно од изабраних компоненти pk и qk, скаларни производ (1.102) даjе
наjмању вредност, он формално опонаша Лагранжову методу у тражењу jедначина
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кретања. Ево обjашњења а затим и доказа. Као што jе познато из физике, разлика
кинетичке (Ek) и потенциjалне (Ep) енергиjе назива се Лагранжиjан

L = Ek −Ep. (1.104)

Оваj израз jе основа принципа наjмањег деjства и Оjлер-Лагранжових jедначина кре-
тања, у даљем тексту О-Л jедначина

d

dt
(∂L
∂q̇

) = ∂L
∂q
, (1.105)

где q одређуjе линиjу кретања коjа jе у Декартовом правоуглом систему апсциса (x),
ордината (y) или апликата (z). Предност ове методе над Њутновом jе њена лакоћа
генералисања на разне координате.

Пример 1.2.8 (Опруга). Наћи О-Л jедначине кретања опруге.

Решење. Кинетичка и потенциjална енергиjа утега на опрузи дуж x-осе даjу:

Ek =
1

2
mẋ2, Ep =

1

2
kx2,

d

dt
(∂L
∂ẋ

) = d

dt
(
∂(Ek −Ep)

∂ẋ
) = d

dt
mẋ =mẍ, ∂L

∂x
= −kx,

mẍ = −kx,

а то jе тачно Њутнов израз F =ma.

Пример 1.2.9 (Гравитациjа). Наћи О-Л jедначине кретања тела масеm у гравитациjи
планете масе M .

Решење. Кинетичка и потенциjална енергиjа у централно симетричном пољу су:

Ek =
1

2
mṙ2, Ep = −G

mM

r
,

d

dt
(∂L
∂ṙ

) =mr̈, ∂L
∂r

= GmM
r2

,

mr̈ = GmM
r2

,

а то jе Њутнова гравитациона сила.

Да бисмо извели О-Л jедначине (1.105) посматраjмо вредност

A ≡
ˆ t2

t1

L(q, q̇, t)dt, (1.106)

коjу називамо акциjа или деjство. Физичка димензиjа A jе (енергиjа)×(време). Овде
радимо само са jедном координатом, али jе принцип исти и резултат се лако поопштава.
За све могуће функциjе облика q = q(t) (t1 ≤ t ≤ t2) са фиксираним краjњим тачкама,
q1 = q(t1) и q2 = q(t2), тражимо ону коjа jе стационарна, да даjе локални минимум,
максимум или превоj акциjе A. То jе поопштен, у математичкоj анализи добро познат,
метод тражења стационарних тачака помоћу нула функциjе извода.
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Теорема 1.2.10. Од свих функциjа q(t) са фиксним краjевима, q(t1) = q1 и q(t2) = q2,
она q0(t) за коjу важи

d

dt
( ∂L
∂q̇0

) = ∂L
∂q0

, (1.107)

jе стационарна акциjа A (локални минимум, максимум или превоj).

Доказ. Ако нека функциjа q0(t) даjе стационарне (непромењене) вредности акциjе A,
тада ће свака друга њоj блиска функциjа и са истим краjњим тачкама давати у бити
исто A, до апроксимациjа првог реда. За такву стационарну функциjу посматраjмо
функциjу

qx(t) ≡ q0(t) + xf(t), (1.108)

где x ∈ R, а f(t) испуњава услове f(t1) = f(t2) = 0. Израчунавамо:

∂

∂x
A[qx(t)] ≡

∂

∂x

ˆ t2

t1

Ldt =
ˆ t2

t1

∂L
∂x

dt =
ˆ t2

t1

( ∂L
∂qx

∂qx
∂x

+ ∂L
∂q̇x

∂q̇x
∂x

) dt. (1.109)

Из претходне jедначине имамо:

∂qx
∂x

= f(t), ∂q̇x
∂x

= ḟ(t), (1.110)

па (1.109) постаjе
∂

∂x
A[qx(t)] ≡

ˆ t2

t1

( ∂L
∂qx

f + ∂L
∂q̇x

ḟ) dt. (1.111)

Интегрирамо други сабирак парциjално
ˆ

∂L
∂q̇x

ḟ dt = ∂L
∂q̇x

f −
ˆ

( d
dt

∂L
∂q̇x

) f dt, (1.112)

па (1.111) постаjе

∂

∂x
A[qx(t)] ≡

ˆ t2

t1

( ∂L
∂qx

− d

dt

∂L
∂q̇x

) f dt + ∂L
∂q̇x

f ∣
t2

t1
. (1.113)

Због граничних услова f(t1) = f(t2) = 0 последњи сабирак ишчезава. Даље користимо
чињеницу да лева страна мора бити нула за произвољну функциjу f(t), jер претпоста-
вљамо да jе q0(t) стационарна. Jедини начин да то буде тачно jе ако jе вредност у
загради (израчуната за x = 0) идентички jеднака нули, односно ако важи (1.107).

Приметимо да се у овом доказу Лагранжова функциjа L може заменити скаларним
производом L, заменом (1.104) са (1.102), а да теорема остане тачна. Тада такође
функциjа q0(t) са датим фиксним краjевима, представља стационарну вредност L = L,
ако важи О-Л jедначина (1.107). Отуда закључак да се честица креће инерциjално да
би скаларни производ, попут (1.103), био минималан.

Код инерциjалних система разликуjемо две врсте опажања. Сопствену од стране
посматрача коjи мируjе у датом систему и релативну од стране посматрача у односу
на коjи се дати систем креће. Сопствена и релативна опажања углавном нису jеднака.
Пошто jе приоритетан принцип вероватноће (наjчешће се реализуjе наjвероватниjе),
релативне вероватноће су (углавном) мање од сопствених.
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У следећем кораку jе информациjа коjу дефинишемо вероватноћом на различите
начине, али углавном тражимо да jе са већом вероватноћом добиjемо мање. Не видим
разлог да сада одустанемо од тих дефинициjа, бар што се тиче сопствених посматрача.
Међутим, ако би за релативне посматраче коjи опажаjу мању вероватноћу реализациjа
информациjе била већа, онда би они опажали већу производњу и бржи ток времена,
а мањи остатак нереализоване неизвесности. Васиона коjа има више релативних него
сопствених посматрача тада би била брзо потрошена. Због закона одржања укупне
неизвесности и информациjе, сва неизвесност васионе би и реално исцурела за веома
кратко време. Васиона би настала, бљеснула и изгорела, све у jедном тренутку.

Дакле, произвољна честица се креће путањама сопствених наjвећих вероватноћа и
наjмањих информациjа. Релативни посматрачи такве виде као смањене и вероватноће
и информациjе. Систем не може спонтано прећи у такво стање да би смањио емисиjу
информациjе, jер би прешао у стање мање вероватноће.

За разлику од неживих, жива бића доносе одлуке. Свеjедно, слобода (1.97) узима
само вредности од наjмање, попут (1.103) када мања вредност компоненте интелигенциjе
множи већу вредност компоненте хиjерархиjе и обрнуто, па до наjвеће, где се множи
мања са мањом и већа са већом. Минимум даjе теорема 1.2.7 а максимум одговараjућа
теорема из [2]. Према томе, трагове живота посматране твари откриће одступање од
принципа наjмањег деjства, дакле од траjекториjа коjа су решења Оjлер-Лагранжове
jедначине (1.107), али не превелика. Видели смо да jе та jедначина последица принципа
информациjе, а из истог следе и „љености” живих бића, коjе ће математика временом
откривати у понашањима склоним jедноставним шаблонима.

На пример, за човека невеликих коефициjената вектора интелигенциjе (IQ, маjсто-
рство заната, дар за уметност и сл.) наjоптималниjе за успех у послу jе да све рутинско
сведе на слепу послушност. Рецимо, ако у низу сабирака (1.97), прецизниjе

` = i1h1 + i2h2 + ⋅ ⋅ ⋅ + inhn, (1.114)

прва особина (ω1) представља уредност у доласку на посао а друга (ω2) планирање
следећег радног дана, онда jе наjбоље да такав има што jе могуће већу хиjерархиjу по
тим двема особинама, са што већим броjевима h1 = h(ω1) и h2 = h(ω2), те да што мање
манипулише са њима смањуjући броjеве i1 = i(ω1) и i2 = i(ω2). Тиме ће већи износ
његових укупних способности

∣i∣ =
√
i21 + i22 + ⋅ ⋅ ⋅ + i2n, (1.115)

коjи jе углавном константан, остати слободан за креативан рад. Веруjем да ће будућа
истраживања показати да су организовани менаџери, коjи цене радне навике и коjи се
строго придржаваjу сатница и планова рада, успешниjи. Нарочита потврда ове анализе
биће откриће да такви менаџери, коjи врхунским радом, редом и дисциплином постижу
врхунске резултате, заправо и не мораjу бити врхунски интелигентни људи.

1.2.7 Сателит

У наставку тестирамо претходне закључке. Разматрамо прво случаj кружења сате-
лита око планете, када су центрифугална и гравитациона сила уравнотежене, а локално
мало окружење сателита представља (приближно) инерциjални систем.

У исходишту координатног система, у тачки O на слици 1.18, налази се центар
планете масеM , око коjе ротираjу два сателита A1 и A2 маса m1 и m2 на удаљеностима
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Slika 1.18: Ротациjа око центра масе.

r1 и r2 по кружним33 путањама k1 и k2. Одбоjне центрифугалне силе коjе ствара
ротациjа сателита у равнотежи су са привлачном силом гравитациjе и сателити клизе
по своjим кружницама не осећаjући деjства тих сила. Они се налазе у бестежинском
стању па према томе и у (криволиниjском) инерциjалном кретању. Поставља се питање
шта jе са вероватноћама и информациjама сателита?

Доследно принципу вероватноће, сопствена вероватноћа сваког од сателита већа
jе од релативне оног другог. Такође, сопствена вероватноћа са сателита већа jе од
опажене на непокретноj тачки коjом сателит пролази током своjе ротациjе, jер би се
иначе могао зауставити у тоj тачки (без деjства других сила или судара). Зато сателит
не прелази спонтано из jедне путање у другу, нити се зауставља.

Пример 1.2.11. Израчунати брзине сателита.

Решење. Центрифугална и гравитациона сила сателита масе m на удаљености r од
центра масе M износе, редом:

Fc =
mv2

r
, Fg = G

Mm

r2
, (1.116)

где jе G = 6,67 × 10−11 N m2 kg2 гравитациона константа. Изjедначавањем добиjамо

v =
√
GM/r, (1.117)

а затим r замењуjемо са r1 < r2, и добиjамо две различите брзине v1 > v2. Што jе
сателит даље креће се спориjе, брзином обрнуто пропорционалном са

√
r.

33Уместо кружница могли бисмо узети било коjе криве другог реда (елипсе, параболе или хиперболе)
али би нам тада рачун био компликованиjи.
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У некоj непокретноj (скоро) бесконачно далекоj тачки, када r → ∞ и v∞ = 0, не
осећа се деjство гравитациjе. Посматрано са тог далеког места, проћи ће релативан
временски интервал

∆t∞ = ∆tA√
1 − v2

c2

≈ (1 + 1

2

v2

c2
)∆tA, (1.118)

док на сателиту A коjи клизи тангенциjалном брзином (1.117) по кружници са полупре-
чником r прође интервал времена ∆tA. На датом сателиту интервал ∆tA jе

∆tA = ∆tr√
1 − v2

c2

, (1.119)

где jе ∆tr интервал времена мерен сатом коjи мируjе на непокретноj тачки на висини
коjом пролази сателит. Композициjом последња два израза добиjамо

∆t∞ = ∆tr

1 − v2

c2

≈ (1 + v
2

c2
)∆tr. (1.120)

Према томе, посматрано са места изван гравитациjе (r → ∞), фиксна тачка на висини
r од центра поља има успорен ток времена према (приближноj) формули

∆t∞ = ∆tr√
1 − 2GM

rc2

≈ (1 + GM
rc2

)∆tr. (1.121)

Ово ћемо обjаснити на jош jедан начин у следећем поднаслову, а касниjе ћемо показати
да се jеднак резултат добиjа и из опште теориjе релативности.

Време успорава сразмерно са (1.121), па закључуjемо да са истим коефициjентом
опада и релативна производња информациjе. Промену вероватноће ћемо процењивати
променама релативне фреквенциjе и таласне дужине (извора) исте светлости на два
различита места. При томе ћемо се ослонити на позната мерења и потврде опште
теориjе релативности у вези са гравитационим црвеним помаком.

Посматрано са места изван домашаjа гравитациjе, са бесконачне удаљености од
центра поља, формула за црвени помак фреквенциjе ν = c/λ и према томе за енергиjу
E = hν фотона, гласи

ν∞ = νr

√
1 − 2GM

rc2
≈ νr(1 −

GM

rc2
), (1.122)

где jе r висина фиксне тачке извора фотона. То jе позната формула, али jе и сасвим
очекивана из нове (1.121), jер jе фреквенциjа реципрочна времену. Колико пута релати-
вно време тече спориjе, толико jе пута мања фреквенциjа. Таласна дужина jе толико
пута већа, па jе

λ∞ = λr√
1 − 2GM

rc2

≈ λr(1 +
GM

rc2
), (1.123)

где jе λr таласна дужина (исте) емитоване светлости извора коjи мируjе на висини r,
опажене као λ∞ са места ван гравитационог поља. Колико пута jе опажена таласна
дужина већа толико пута jе вероватноћа мања.

Оваj последњи закључак смо већ расправљали у оквиру квантне механике. Што
jе већа таласна дужина, више jе развучено место могућег налажења фотона, па jе
вероватноћа његовог налажења на датом месту мања. Тамо то ниjе чудно, али овде
изгледа изненађуjуће и помало „неприхватљиво“. То jе зато, веруjем, што класична
механика толико бежи од случаjности да сада постаjе догма.
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1.2.8 Вертикалан пад

У условима слабог гравитационог поља (Њутновог поља), када слободан пад по
кружноj путањи сателита jош увек можемо сматрати инерциjалним кретањем, брзина
фиксне тачке коjом сателит пролази расте са приближавањем центру гравитациjе. У
односу на посматрача из скоро бесконачно далеког сателита успорава релативно време
и емисиjа информациjе. Дакле, тумачећи настанак времена стварањем информациjе,
долазимо до закључка да Њутнова механика предвиђа успоравање времена унутар
гравитациjе. Штавише, показуjе се да jе то у складу са Аjнштаjновом општом теориjом
релативности!

Аjнштаjн, а затим и Шварцшилд34 су 1916. године показали да се из опште теориjе
релативности апроксимациjом добиjа класична теориjа гравитациjе, али сада имамо и
обрнути поступак, извођење последица Аjнштаjнове опште теориjе из класичнеЊутнове.
Међутим, ниjе принцип еквиваленциjе неопходан за такво поопштавање. Довољна су
специjална теориjа релативности и класична механика.

Полазећи од Њутновог закона, држимо центар масе M и даље у исходишту, а тело
масе m нека jе у слободном паду, рецимо (може и другачиjе) вертикално ка том центру.
Падање тела масе m производи рад (гравитационе силе тела M) коjи се претвара у
кинетичку енергиjу па маса m расте. Према Галилеjевом принципу еквиваленциjе
инерционе и гравитационе масе, порастом масе расте и jачина гравитационе силе. Нека
на путу dr маса порасте за dm. Тада имамо:

dmc2 = −GMm

r2
dr,

dm

m
= −GM

r2c2
dr,

lnm = GM
rc2

+ const.

m =m0e
GM/rc2 , (1.124)

где би маса тела коjе пада била m0 у одсуству гравитациjе.
Развоjем израза у Маклоренов ред и занемаривањем виших степена малих чланова,

видимо да jе коефициjент дилатациjе времена jеднак са коефициjентом повећања масе.
Са истом апроксимациjом се показуjе да светлост коjа улази у гравитационо поље мења
фреквенциjу jеднако као што време у гравитационом пољу успорава због смањивања
ентропиjе.

Jедначина (1.224) важи за гравитациона поља где jе маса M довољно већа од
m (убрзање већег тела jе занемариво у односу на убрзање мањег), када jе центар
маса у центру већег тела а да jош увек можемо имати инерциjалне системе. Маса
фотона jе ~ω/c2, фреквенциjа светлости у бесконачности jе ω0. Док светлост путуjе
у гравитационом пољу (в. [9]) њена фреквенциjа je ω = ω0e

GM/rc2 . Обрнуто, ставимо
ли да jе фреквенциjа светлости ω′ на површини звезде полупречника R, онда ће она
удаљаваjући се од звезде постати фреквенциjа

ω = ω′e−GM/Rc
2

≈ ω′(1 − GM
Rc2

). (1.125)

34Karl Schwarzschild (1873-1916), немачки физичар и астроном.
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Видели смо да jе то позната формула за гравитациони црвени помак. Он овде такође
указуjе на нижу релативну фреквенциjу на површини звезде.

Унутар гравитационог поља не можемо синхронизовати сатове као у специjалноj
релативности, али то можемо у бесконачности. Низ осцилациjа таласа светлости стиже
из бесконачности на удаљеност r од центра, са почетном фреквенциjом ω0 и траjањем
jедне осцилациjе ∆t = 2π/ω0. Мерено сатом у гравитационом пољу, протекло време
такође jе ∆t, jер су одлагања потребна за две фазе таласа jеднака.

Међутим, гравитациjа делуjе на фреквенциjу светлости. То се види из претходног,
да се локална фреквенциjа светлости мења у односу на бесконачност. Са удаљеног
инерциjалног система гледано, локална фреквенциjа постаjе ω0 ⋅eGM/rc

2
, а локално тра-

jање jедне фазе таласа ∆t ⋅ e−GM/rc2 . Како временски интервал мерен локално износи
∆t, то локални сат успорава у односу на сат у бесконачности. Да бисмо добили време
у бесконачности морамо множити локално време са фактором eGM/rc

2
.

Слично дилатациjи времена, помоћу фреквенциjа светлости можемо израчунати
и контракциjу дужина у присуству гравитационог поља. Нека jе таласна дужина
светлости у бесконачности λ0 а растоjање коjе она пређе за jединично време nλ0. Док
се приближава удаљености r, она jош увек прави n осцилациjа у jединици времена.
Како се локална фреквенциjа повећава, локална таласна дужина постаjе λ0e

−GM/rc2

посматрана из бесконачности, а растоjање коjе талас пређе за jединицу времена постаjе
nλ0e

−GM/rc2 . Дужина jе растоjање коjе светлост пређе за дато време. Упоређена са
дужином у бесконачности, локална дужина се скраћуjе. Дакле, да би jе свели на
дужину у бесконачности, локалну дужину (у правцу извора поља) морамо множити са
фактором e−GM/rc

2
.

Другим ознакама, ако су за посматрача у гравитационом пољу дужина (у правцу
промене jачине поља) и време ∆r0 и ∆t0, исте ће посматрач изван гравитационог поља
вредновати са ∆r и ∆t, при чему jе:

∆r = ∆r0 exp(−GM
rc2

) , ∆t = ∆t0 exp(GM
rc2

) . (1.126)

То су изрази за контракциjу дужина (у правцу гравитационог поља) и дилатациjу
времена познати и у општоj теориjи релативности у случаjу слабиjих поља (мало M
или велико r). Маклореновом апроксимациjом их сводимо на:

∆r = (1 − GM
rc2

)∆r0, ∆t = (1 + GM
rc2

)∆t0. (1.127)

Може се показати да се исти изрази добиjаjу и из Шварцшилдове метрике

ds2 = (1 − 2GM

rc2
)
−1

dr2 + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2 − (1 − 2GM

rc2
) c2dt2, (1.128)

коjа представља решење Аjнштаjнових jедначина поља (опште теориjе релативности),
у сферним координатама Orϕθ за централно симетрично гравитационо поље.

Надам се да ова израчунавања и обjашњења довољно добро сведоче о сагласности
принципа вероватноће и овде изведених последица са признатом физиком механике.

1.2.9 Аjнштаjнова гравитациjа

Аjнштаjн jе знао рећи: „Ако нешто не умеш да обjасниш, онда то и не разумеш“.
Зачудо, jер таj човек jе открио jедну од наjсложених и наjтеже обjашњивих теориjа
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егзактних наука уопште. Тензорски рачун, коjи jе у његово време био у зачетку, а
данас jе постао права мора не само теориjских физичара, приближити чак и бољим
студентима математике ниjе уопште jедноставна ствар. Па ипак, то jе могуће обjашња-
вати и лаицима.

Slika 1.19: Алберт Аjнштаjн.

Аjнштаjн jе 1915, а затим и 1916. године обjавио систем jедначина:

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (1.129)

где индекси µ и ν означаваjу три просторне и jедну временску координату. Оно што
произилази из тих jедначина Аjнштаjн jе назвао „теориjом поља“, али ми то данас
рађе називамо његовом „теориjом гравитациjе“ или „теориjом релативности“. На левоj
страни jеднакости jе тензор Gµν коjи представља „чисту“ геометриjу, а на десноj страни
jе тензор Tµν коjи представља материjу. Коефициjент између 8πG/c4 само усклађуjе
физичке димензиjе та два. Према томе, ове jедначине поља имаjу сасвим просто
значење: геометриjа простора дефинише физичку материjу и обрнуто, материjа дефи-
нише простор.

Док jе трагао за општом теориjом релативности, Аjнштаjн се обратио свом школском
другу Гросману35 за помоћ око учења тензорског рачуна, тада нове области математике.
Привукла га jе идеjа ковариjантности (и дуално контравариjантности), коjа jе основа
тензорског рачуна, а заправо има значење слично принципу релативности. Тензори су
такве величине око чиjег ће се значења сви посматрачи моћи сложити. Ковариjантност
jе и више од тог пуког компромиса, jер системи броjева коjе називамо тензорима након
трансформациjа координата у потпуности чуваjу форму закона коjег изражаваjу. Зато
jе Аjнштаjн код Гросмана тражио да системи броjева Gµν и Tµν буду тензори.

Њих двоjица су се брзо сложили да на левоj страни (1.129) треба стаjати неки
jедноставни тензор коjи дефинише кривину простора, попут Ричиjевог36 тензора Rµν

35Marcel Grossmann (1878-1936), мађарски професор математике.
36Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), италиjански математичар и оснивач тензорског рачуна.
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или његовог извођења коjи се не би мењао премештањем у простор-времену, jер на
десноj страни може стаjати нека непроменљива планета.

Ричи jе до свог тензора дошао настоjећи да реши, поjедностављно речено, следећи
проблем. Ако мрав живи на површини сфере, како он помоћу мерења и израчунавања
може сазнати да jе његов простор закривљен? Нашао jе да би то (углавном) могао бити
сложени израз, коjи jе два пута ковариjантан тензор

Rij =
∂Γ`ij

∂x`
−
∂Γ`i`
∂xj

+ ΓmijΓ
`
`m − Γmi`Γ

`
jm, (1.130)

што значи да и након евентуалне трансформациjе координата из jедног система у други,
таj тензор одржава своjства две произвољне координате дате доњим индексима. У
свету физике то би значило да различити релативни посматрачи имаjу jеднака виђења
закривљености простора представљене броjевима (1.130).

Уопште, индекси i, j, `,m означаваjу сваки онолико координата колико актуелна
геометриjа има димензиjа. Због Аjнштаjнове конвенциjе о сабирању тензора (сабира
се по поновљеном горњем и доњем индексу) формула (1.130) представља систем од
4 × 4 = 16 парциjалних диференциjалних jедначина, од коjих се неке понављаjу. Да
ствар буде jош сложениjа у тим jедначинама су Кристофелови37 симболи

Γmij =
1

2
gmk (∂gki

∂xj
+
∂gkj

∂xi
−
∂gij

∂xk
) , (1.131)

коjи, успут речено и нису тензори. Тензор gµν , назван метрички тензор, чине коефици-
jенти криволиниjске метрике дефинисане општим изразом

ds2 = gµνdxµdxν . (1.132)

Оваj израз поопштава Питагорину теорему. Претходно (gµν) и ово (gµν) су узаjамно
инверзне матрице.

Зато што изводи (деривациjе, промене) Ричиjевог тензора Rµν нису нуле, а тензор
Tµν на десноj страни jедначина поља представља стационарну (непроменљиву) материjу,
Аjнштаjн jе за леву страну своjих jедначина смислио тензор

Gµν = Rµν − 1
2Rgµν +Λgµν . (1.133)

Jедноставно речено, према Аjнштаjну jе требало бити да jе Gµν наjjедноставниjи тензор
коjи садржи Ричиjев тензор, али коjи се не мења након (тензорског) диференцирања.
Скалар Λ jе константа интеграциjе, коjа jе убрзо добила назив космолошка константа.
Наравно да се међународна заjедница физичара и математичара одмах окомила на
Аjнштаjна и на његов начин „бруталног скрнављења егзактних наука“ промоциjом
овако „склепаних“ jедначина. Негативне критике су дошле и од његовог приjатеља
Гросмана.

Да ствар буде jош гора, Аjнштаjн jе „намонтирао” и десну страну своjих jедначина.
Он jе за Tµν рекао да представља тензор енергиjе, два пута ковариjантан, а пре њега
енергиjа ниjе сматрана чак ни вектором. Тензорске величине без индекса (нултог
реда) су скалари, ако оне имаjу исте вредности за све релативне посматраче. До
20. века се сматрало да су нпр. температура и енергиjа засигурно тензори нултог
реда. Вектор jе тензор првог реда ако се његове вредности држе и преласком на други

37Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), немачки математичар и физичар.
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систем координата. На пример, ориjентисана дуж jесте вектор, али ниjе тензор, jер
ће ротациjом променити смер као своjу битну одредницу. Напротив, вектори сила коjе
подупиру неку грађевину су тензори ако та грађевина изгледа jеднако стабилном и када
jе посматрана из различитих система. Тензори другог реда су (неке) матрице, трећег
реда су блокови матрица слагани по дубини, и тако даље.

Прогласити енергиjу два пута ковариjантним тензором, почетком 20. века, било
jе jош увек несмотрено али не баш сасвим без основе. Од раниjе jе било примећено
да jе енергиjа четврта компонента вектора импулса (количине кретања). Требало jе
ствар само обрнути и рећи да су три компоненте вектора импулса заправо просторне
компоненте „вектора“ енергиjе. Затим jе требало поверовати да x компонента енергиjе
делуjе на y компоненту и уопште µ-та на ν-ту интензитетом Tµν . Последњи корак, рећи
да тензор Tµν представља материjу био jе због тада познатог E =mc2 лакши.

Аjнштаjн ниjе много марио за експерименте. Од три теста коjа jе он предложио за
општу теориjу, први - да сатови успораваjу у гравитационом пољу - ниjе потврђен за
његовог живота. Штавише, први експерименти су оспоравали његово откриће. Његово
друго предвиђање, да би светлост са далеких звезда требала скретати у гравитационом
пољу, након мерења 1919. године, учинило га jе славним, мада се касниjе показало
да су таква мерења двосмислена и сумњива. Трећи тест jе био наjбољи. Због малих
аномалиjа орбите Меркура око Сунца сагласних са прорачунима из опште теориjе,
Абрахам Паjс jе рекао „Аjнштаjн jе у праву“ и „Природа разговара са њим“.

Данас знамо да jе то тачно. На пример, радио сигнали из летелице Касини на
путу за Сатурн потврдили су предвиђања теориjе релативности са великом тачношћу.
Али Аjнштаjн не би због тога био импресиониран. Он jе веровао да му jе теориjа
исправна зато што jе конзистентна, jедноставна и лепа. „Убеђен сам да структуре
чисте математике омогућаваjу открића концепта и закона коjи их повезуjу, што нам
даjе кључ разумевања феномена природе“, рекао jе 1933. године.

1.2.10 Шварцшилдово решење

Данас jе тешко сагледати неразумевање Аjнштаjна од стране научне заjеднице. У
то време jедва да су људи од науке и чули за нееуклидске геометриjе, а jош мање за
тензорски рачун. Ипак, само месец дана након обjављивања опште теориjе релативно-
сти, немачки физичар и астроном Карл Шварцшилд jе дошао до првог тачног решења
jедначина (1.129), ако не рачунамо тривиjално решење за раван простор. Одмах након
обjављивања свог рада 1916. године, Шварцшилд jе умро у Првом светском рату као
немачки воjник. Мање jе познато да jе независно и у исто време и немачки математичар
Jоханес Дросте (1886-1963) (в. [11]) дошао до сличног решења.

Шварцшилдово решење важи за централно симетрична гравитациона поља, попут
онога коjе ствара Сунце, ако занемаримо утицаj планета. Зато га има смисла тражити
у метрици сличноj (1.128), мало општиjоj (в. [10]).

Пример 1.2.12. Извести Шварцшилдову метрику из jедначина поља, полазећи од

ds2 = −e2B(r)c2dt2 + e2A(r) dr2 + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2, (1.134)

где су A(r) и B(r) непознате функциjе удаљености r.
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Решење. Метрички тензор (gµν) и њему инверзан (gµν) имаjу матрице, редом:

⎛
⎜⎜⎜
⎝

−e2B 0 0 0

0 e2A 0 0
0 0 r2 sin2 θ 0
0 0 0 r2

⎞
⎟⎟⎟
⎠
,

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

−e−2B 0 0 0

0 e−2A 0 0

0 0 1
r2 sin2 θ

0

0 0 0 1
r2

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Користимо обе за израчунавање Кристофелових симбола (1.131). Ставимо x0 = ct,
x1 = r, x2 = ϕ и x3 = θ, па имамо редом:

Γ1
11 =

3

∑
k=0

1

2
g1k (∂gk1

∂x1
+ ∂gk1

∂x1
− ∂g11

∂xk
) = 1

2
g11 (∂g11

∂x1
+ ∂g11

∂x1
− ∂g11

∂x1
) =

= 1

2
g11∂g11

∂x1
= 1

2
e−2A∂e

2A

∂r
= 1

2
e−2Ae2A∂(2A)

∂r
= ∂A
∂r

= A′(r),

Γ1
11 = A′, Γ1

12 = 0, Γ1
13 = 0, Γ1

10 = 0.

Због симетриjе доњих индекса, Γmij = Γmji , непосредно добиjамо jош три. Даље jе:

Γ1
22 =

3

∑
k=0

1

2
g1k (∂gk2

∂x2
+ ∂gk2

∂x2
− ∂g22

∂xk
) = 1

2
g11 (∂g12

∂x2
+ ∂g12

∂x2
− ∂g22

∂x1
) =

= −1

2
g11∂g22

∂x1
= −1

2
e−2A∂(r2 sin2 θ)

∂r
= −e−2Ar sin2 θ,

Γ1
33 = −e−2Ar, Γ1

00 = e2(B−A)B′(r),

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

23 = Γ2
32 = ctg θ,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

22 = − sin θ cos θ,

Γ0
10 = Γ0

01 = B′(r),

а сви остали су нуле. Затим израчунавамо Ричиjев тензор (1.130), редом:

R11 =
3

∑
`=0

[∂Γ`11

∂x`
−
∂Γ`1`
∂x1

+
4

∑
m=1

(Γm11Γ``m − Γm1`Γ
`
1m)] =

=
3

∑
`=0

[∂Γ`11

∂x`
−
∂Γ`1`
∂x1

+ (Γ1
11Γ``1 − Γ1

1`Γ
`
11)m=1

− (Γ2
1`Γ

`
12)2 − (Γ3

1`Γ
`
13)3 − (Γ0

1`Γ
`
10)0]

= [1

r
A′]

`=2
+ [1

r
A′]

`=3
+ [−B′′ +A′B′ − (B′)2]

`=4
,

R11 = −B′′ − (B′)2 +A′B′ + 2

r
A′,

R22 = [1 − e−2A(1 − rA′ + rB′)] sin2 θ,

R33 = 1 − e−2A(1 − rA′ + rB′),

R00 = [B′′ + (B′)2 −A′B′ + 2

r
B′] e2(B−A).
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Ричиjев скалар добиjамо контракциjом:

R =
3

∑
µ=0

Rµµ = −2e−2A [B′′ + (B′ + 2

r
) (B′ −A′) + 1

r2
(1 − e2A)] .

Ови резултати улазе у Аjнштаjнов тензор (1.129):

G11 =
1

r2
(1 + 2rB′ − e2A),

G22 = r2e−2A [B′′ + (B′ + 1

r
) (B′ −A′)] sin2 θ,

G33 = r2e−2A [B′′ + (B′ + 1

r
) (B′ −A′)] ,

G00 = −
1

r2
e2(B−A) (1 − 2rA′ − e2A) .

За последњи можемо приметити да jе

G00 =
1

r2
e2B d

dr
[r (1 − e−2A)] , (1.135)

што ће се показати корисно касниjе. Толико о левоj страни jедначина поља.
На десноj страни (1.129) jе тензор енергиjе38. Претпоставићемо да jе енергиjа коjа

генерише гравитациjу унутар лопте (планете, звезде) полупречника r0 са центром у
исходишту, са густином ρ(r) унутар лопте и нулом изван. Познато jе да jе тензор
енергиjе за савршен флуид у термодинамичкоj равнотежи облика

Tµν = (ρ + P
c2

)uµuν + Pgµν , (1.136)

где jе ρ = ρ(r) густина у килограмима по кубном метру, P = P (r) jе хидростатички
притисак у паскалима, uµ = dxµ/dt су компоненте 4-брзине флуида, а gµν jе метрички
тензор. За статичан флуид jе u1 = u2 = u3 = 0, па jе четврта компонента (u0)2 = c2e2B,
што следи из gµνuµuν = −c2. Према томе, тензор енергиjе има не-нулте компоненте:

T11 = Pe2A, T22 = Pr2 sin2 θ, T33 = Pr2, T00 = ρe2B.

Стављаjући то све у Аjнштаjнову jедначину (1.129), за индексе µ ≠ ν добиjамо тривиjално
0 = 0, а за µ = ν = 2 и µ = ν = 3 добиjамо исту jедначину. Занимљиве су само:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µν = 11 ∶ 1
r2

(1 + 2rB′ − e2A) = 8πG
c4
Pe2A,

µν = 22 ∶ e−2A [B′′ + (B′ + 1
r
) (B′ −A′)] = 8πG

c4
P,

µν = 00 ∶ 1
r2
e2B d

dr
[r (1 − e−2A)] = 8πG

c4
ρe2B.

Из четврте (нулте) следи:

A(r) = −1

2
ln(1 − 2GM

rc2
) , M =

ˆ
4πr2 ρ(r)

c2
dr.

Узимамо да jе M(0) = 0. Затим, из E = mc2 следи да jе ρ/c2 густина масе, па M(r)
можемо интерпретирати као укупну масу лопте полупречника r.

38Stress–energy tensor: https://en.wikipedia.org/wiki/Stress%E2%80%93energy_tensor
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На краjу решавамо прву jедначину (µν = 11) када jе r > r0. Изван лопте (планете
или звезде), маса M jе константна, притисак jе нула (у вакууму P = 0), па имамо:

1 + 2rB′ − e2A = 0, e2A = (1 − 2GM

rc2
)
−1

,

B(r) = 1

2

ˆ
1

1 − 2GM
rc2

2GM

r2c2
dr = 1

2

ˆ
1

1 − 2GM
rc2

d(−2GM

rc2
) ,

B(r) = 1

2
ln(1 − 2GM

rc2
) ,

e2B = 1 − 2GM

rc2
.

Према томе, коначно решење за (1.134) jе Шварцшилдова метрика (1.128).

Када се уведе ознака rs = 2GM/c2 коjа се називаШварцшилдов полупречник, метрика
(1.134) се може писати

ds2 = −(1 − rs
r
) c2dt2 + dr2

1 − rs
r

+ r2(sin2 θ dϕ2 + dθ2). (1.137)

На удаљености rs од центра масе39 jе хоризонт догађаjа, сфера унутар коjе се налази
црна рупа (black hole). То jе сфера на чиjоj површини релативно време стоjи, радиjалне
дужине (ка центру гравитациjе) ишчезаваjу, енергиjе и масе тела коjе би се на њоj нашле
постаjу бесконачне, и коjа jе заправо последица сингуларитета саме метрике.

Шварцшилдова метрика jе добиjена низом поjедностављења, почев од Аjнштаjнове
идеjе да jе васиона детерминистички уређена (да jе 4-Д) па до приближне процене
тензора (1.136) савршеним флуидом. Већ jе познато да она због тога има непрецизности
око поменутог сингуларитета, као и да има проблем са законом одржања енергиjе.
Међутим, она jе jош увек наjбоља позната апроксимациjа природе.

39Земљин rs ≈ 9 mm, Сунчев rs ≈ 3 km.
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1.3 Ентропиjа

Лазар Карно40, познат и као организатор победе у францускоj револуциjи, 1803.
године открио jе да природни процеси имаjу неку унутрашњу склоност расипања кори-
сне енергиjе. Желећи да дизаjнира машину максималне ефикасности описивао jе
кружни процес стискања и ширења гаса у четири такта: 1. изотермно (при константноj
температури T ) ширење, 2. адиjабатско (при константноj топлоти Q) ширење, 3.
изотермно сабиjање и 4. адиjабатско сабиjање. Ове четири фазе коjе се називаjу
Карноов кружни процес приказуjе слика 1.20. Из таквих радова jе настала грана
физике данас позната као термодинамика.

Slika 1.20: Диjаграм запремине V и притиска p.

Развиjаjући сличне идеjе Клаузиjус41 jе од 1850. године анализирао изоловане
системе у термодинамичкоj равнотежи. Он jе 1865. године у физику увео поjам
ентропиjе42 (S) дефинишући jе као енергиjу коjа се више не може претворити у слободан
рад (W ). У термодинамици jе ентропиjа и данас величина коjа представља недоступност
топлотне енергиjе (Q) за претварање у механички рад, коjа се често интерпретира као
степен нереда или случаjности датог физичког система.

Након тога су научници попут Болцмана43, Гибса44 и Максвела45 ентропиjи дали
статистичко значење. Термодинамичка дефинициjа ентропиjе описуjе њену употребу у
експериментима, док статистичка развиjа таj концепт, даjући му дубље значење.

40Lazare Carnot (1753-1823), француски политичар, инжењер и математичар.
41Rudolf Clausius (1822-1888), немачки физичар и математичар.
42грч. εντρoπη - обрт ка унутра.
43Ludwig Boltzmann (1844-1906), аустриjски физичар и филозоф.
44Josiah Willard Gibbs (1839-1903), амерички инжењер, физичар и математичар.
45James Clerk Maxwell (1831-1879), шкотски математички физичар.
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1.3.1 Термодинамика

Концепт ентропиjе коjи jе произашао из Карноовог циклуса jе апстрактан, ниjе
експерименталан. На слици 1.20 jе приказан кружни термодинамички циклус преноса
топлоте Q из стања више у стање ниже температуре T и обрнуто, где jе T1 < T2. Топлота
Q2 са температуре T2 прелази у хладни резервоар температуре T1 у топлоту Q1. Према
Карноу, радW може произвести само онаj систем у коjем се мења температура, а он би
требао бити нека функциjа разлике температура и апсорбоване топлоте. Прецизниjе:

W = (T2 − T1

T2
)Q2 = (1 − T1

T2
)Q2 (1.138)

jе максимални рад коjи топлотна машина може произвести.
Међутим, Карно jе погрешно узимао да jе Q2 = Q1 jер jе тада актуелна теориjа

калориjа сматрала да у сваком случаjу важи закон одржања топлоте. Тек након
Клаузиjуса и Келвина46 ми данас знамо да jе заправо Q2 > Q1, а отуда имамо и
апсолутну, Келвинову скалу температура. Рад коjи произведе систем jе разлика између
апсорбоване топлоте топлиjег резервоара и топлоте предате хладниjем:

W = Q2 −Q1. (1.139)

Из претходне и ове jеднакости (у случаjу максималног рада) следи:

∆S = Q2

T2
− Q1

T1
= 0. (1.140)

где jе са ∆S = S2 − S1 разлика неке непознате функциjе коjа има физичку димензиjу
топлоте подељене температуром. Ова jеднакост потврђуjе први закон термодинамике:
укупна енергиjа изолованог система jе константна. Енергиjа се може трансформисати
из jедног облика у други, али не може настати из ничега нити може нестати.

Такође, jеднакост (1.140) имплицира да постоjи нека функциjа стања

S = Q
T
, (1.141)

коjа не мења вредност (конзервирана jе) током (оптималног) Карноовог циклуса. Ту
функциjу jе Клаузиjус назвао ентропиjом. Даља открића у овоj области учинио jе
Болцман откривши да jе логаритам броjа ∣ω∣, начина jедноликог распоређивања ω коjи
су потскуп Ω свих начина рапоређивања гаса у соби, jеднак Клаузиусовоj ентропиjи

S = kB ln ∣ω∣, (1.142)

где jе kB = 1,38⋅10−23 m2 kg s−2 K−1 Болцманова константа (важи за природни логаритам,
са базом e ≈ 2,71828). До броjа ∣ω∣ воде они распореди ω коjи су наjвероватниjи, а то
су равномерни распореди по свим могућим позициjама молекула. Наиме, на n ∈ N
молекула има n! = 1 ⋅ 2 . . . n пута више равномерних распореда од рецимо распореда
истих молекула у гомили. Зато што jе Болцманова ентропиjа максимална за расуте
гасове, зато понекад кажемо да ентропиjа представља количину нереда.

На слици 1.21 jе приказано повећање Болцманове ентропиjе ∆S = S2−S1 из вредности
S1 у S2 коjе се дешава преласком супстанце из чврстог у течно и даље у гасовито стање.

46William Thomson, 1st Baron Kelvin (1824-1907), шкотско-ирски математичар и физичар.
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Слично се дешава у спонтаном процесу испаравања, када молекуле слободне да иду у
било коjем правцу заузимаjу све већу запремину. То jе данас добро познато и свима
нам изгледа сасвим jедноставно. Мање jе познато да jе Болцман извршио самоубиство
и то не због тога што jе полудио, већ зато што се ниjе могао носити са исмевањем своjих
колега физичара коjи су се тада ругали његовом наводном открићу.

Slika 1.21: Промена ентропиjе.

У обрнутом процесу на истоj слици 1.21, преласком из гасовитог у чврсто стање,
ентропиjа се смањуjе. Расуте молекуле гаса се неће тек тако сабити на гомилу, па jе за
смањивање ентропиjе потребна додатна енергиjа. Слично томе, када кристална посуда
падне и разбиjе се, ентропиjа се повећа, али ниjе могуће њено спонтано враћање на
нижу вредност, односно враћање кристала у претходно неоштећено стање.

Уопште, када jеднако вероватне исходе поделимо у групе, више реализациjа биће
у групи са више исхода. На пример, у случаjу бацања фер новчића два пута, могући
исходи су jеднако вероватни елементи скупа Ω = {ΠΠ,ΠΓ,ΓΠ,ΓΓ}. Исход да jе два
пута пало писмо jе подскуп ω1 = {ΠΠ}, а исход да jе пало и писмо и глава jе подскуп
ω2 = {ΠΓ,ΓΠ}. Како други подскуп има више елемената, ∣ω1∣ = 1 а ∣ω2∣ = 2, он ће
се чешће реализовати. То оставља утисак да природа радиjе реализуjе оне случаjне
догађаjе коjи имаjу више (jеднако вероватних) опциjа, као да и она воли слободу, што
jе такође последица принципа вероватноће.

Знамо да природа тежи стањима веће ентропиjе, као на слици 1.21, а то значи и
Болцманове ентропиjе (1.142), односно логаритма броjа ∣ω∣ коjи jе броj исхода већег
од могућих распореда. То jе смисао другог закона термодинамике: укупна ентропиjа
изолованог система може само расти временом. Она може остати константна у идеалном
случаjу када jе систем у стању равнотеже, у стабилном стању или када jе подвргнут
реверзибилном (повратном) процесу. Природни процеси спонтаног повећања ентропиjе
се називаjу иреверзибилнима (неповратнима), а због њихове доминациjе се прошлост
сматра несиметричном са будућношћу. Спонтану тежњу природних система да очуваjу
или повећаjу ентропиjу називамо принципом ентропиjе.
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1.3.2 Информациjа ентропиjе

Вероватноћа „већег“ распореда (неког исхода из „већег“ скупа исхода) jе

P = ∣ω∣
∣Ω∣
, (1.143)

где jе ∣Ω∣ броj свих могућих исхода. Према томе, веће учешће вероватниjих (ω) у скупу
свих исхода (Ω) даjе већу вероватноћу (1.143) и већу ентропиjу (S = kB ln ∣ω∣). Али,
за разлику од информациjе, ентропиjа ниjе логаритам вероватноће, већ jе логаритам
њеног дела. Промена ω → ω1 на скуп са jош већим броjем исхода (∣ω1∣) неког другог
распореда (у оквиру свих Ω), износи ∆∣ω1∣ = ∣ω1∣ − ∣ω∣, резултираће променом ентропиjе
и вероватноће редом:

∆S = kB ln
∣ω1∣
∣ω∣

, ∆P = ∆∣ω1∣
∣Ω∣

. (1.144)

Зато што jе разлика логаритама jеднака логаритму количника зато ни разлика ентропиjа
ниjе просто логаритам разлика вероватноћа.

Под ентропиjом подразумевамо логаритам броjа само оног дела распореда коjи чине
jеднолико распоређивање. У том делу, оптималних али не и свих распоређивања,
логаритам броjа распореда jесте врста информациjе. Зато се на ентропиjу односе
наши претходни закључци о Хартлиjевоj информациjи. На пример, ако jе релативна
информациjа мања онда jе таква и релативна ентропиjа.

Са овим закључком би прича о ентропиjи била завршена, али ниjе, jер ми jош
увек не знамо тачно шта jе информациjа. Подсећам, Хартлиjева дефинициjа превише
упрошћава ствар, Шенонова jе непоуздана (в. пример 1.2.5) и недовољно општа, а
генералисану информациjу (1.103) смо тек открили држећи се принципа шкртости
претходне две. Таj принцип информациjе према коjоj jе природа штедљива са трошењем
своjе неизвесности, обjашњава ентропиjу. Наиме, заузимаjући jеднолике распореде,
другим речима тежећи већем нереду или слободи, молекуле чине гас аморфним, безли-
чним, несклоним испољавању било каквих особина. Према томе, принцип информациjе
jе еквивалент принципу ентропиjе, спонтаном преласку система у стање веће ентропиjе.
Оба су последице принципа вероватноће.

Подсећам да jе званична физика у великом нескладу са сва три поменута принципа.
Ако jе (принцип вероватноће) наjвероватниjе да сам jа ту где сам, онда jе за сваког
другог коjи ту ниjе вероватноћа релативна. За мене jе њихова позициjа релативна
и мање вероватна такође. Већ то jе у нескладу са савременим схватањем физичке
вероватноће, али jе у складу рецимо за законом инерциjе: jа сам у свом систему
мировања или jедноликог праволиниjског кретања jер су ми сва друга стања мање
вероватна. Друго, релативна информациjа jе мања, jер би у противном васиона изгорела
као шибица. Она би своjу неодређеност за час потрошила утолико брже што има
више физичких система, честица, коjих има скоро бесконачно много. Али физика
до овога jош ниjе дошла, нема неко мишљење, jер она jош увек не види време као
произведену информациjу. Треће, принцип ентропиjе видимо као последицу принципа
информациjе, на начин да jе релативна ентропиjа такође мања, упркос физици коjа
држи да jе релативна ентропиjа jеднака сопственоj.

Резултате класичне термодинамике, као и резултате теориjе релативности, овде не
оспоравамо, али ћемо исправљати недоследности савремене релативистичке термоди-
намике. Како jе то могуће? Па, пре свега зато што се релативистичка термодинамика
може третирати на различите начине, а да се при томе класичне теориjе, термодинамика
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и теориjа релативности, не мораjу мењати. Осврнућемо се на ово запажање, а затим
ћемо уводити нове поставке и тестирати њихово слагање са класичним.

Током 20. века па до данас обjављени су многи научни радови из области релати-
вистичке термодинамике са коjима се овде не слажемо. Поменућу само неке. Аjнштаjн
jе 1907. године предложио да се ентропиjа сматра Лоренцовом инвариjантом (да се
не мења због кретања система), те да су топлота и температура система у кретању
мање од сопствених (виђених у мировању). Исто jе предложио и Планк47 1908. године.
Затим jе От 1963. године тражио сасвим супротно, да су топлота и температура у
кретању веће од одговараjућих у мировању, а да jе при томе ентропиjа такође стално
иста. Ландсберг jе негде у то време дошао до закључка да топлоту тела у кретању
треба сматрати мањом, а температуру и ентропиjу непромењивим. Ван Кампен jе
откривао да су све три константне. На краjу jе Балеску доказао да jе то свеjедно, да се
релативистичка термодинамика може третирати на различите начине тако да класична
термодинамика и теориjа релативности могу остати непромењене.

Због мноштва оваквих супростављених налаза, у физици се данас температура
дефинише само за два тела у релативном мировању jедно поред другог, па тамо где
топлота одлази кажемо „тамо jе хладниjе“. Затим правимо сложениjе апарате за мерење
температуре, корак по корак, почев од контактних топломера па до неконтактних
термометара. Међу наjсавремениjе такве уређаjе спадаjу инфрацрвени термометри
коjи температуру изводе из количине топлотне радиjациjе (тзв. зрачења црног тела)
емитованог из предмета мерења. Они се називаjу и ласерским термометрима, jер
користе ласере за навођење. У следећоj секциjи ћемо видети како овакви термометри
потврђуjу (хипо)тезе коjе овде износим.

Контактно мерење температуре тела у кретању jе ретко могуће, а када jе могуће ниjе
поуздано. На пример, у спориjоj ваздушноj струjи тела се хладе због jачег испаравања
(дуваjући хладимо супу), али при већим брзинама ваздуха она се ипак загреваjу,
сматрамо због доминантниjег претварања кинетичке енергиjе коjа се трењем преноси на
тело и прелази у топлоту. При jош већим брзинама, ваздух се не може довољно брзо
склањати испред предмета, компересуjе се, проузрокуjући jош jаче загревање тела.
Метеор коjи великом брзином улеће у атмосферу толико се загрева да сагори.

Све то указуjе да температура предмета (топломера) у струjи ваздуха ниjе исто
што и температура самог ваздуха. Ипак приметимо да се у аеронаутици узима да jе
приближна просечна разлика (сопствених) температура ваздуха и загреjаног предмета
преко коjег се ваздух креће пропорционална квадрату брзине ваздуха, што нас наводи
на закључак да температура расте са кинетичком енергиjом. Подсетимо се jош jедном
шта jе то кинетичка енергиjа.

Из специjалне теориjе релативности знамо да за енергиjу тела у кретању важе
релациjе:

E = γE0, γ = 1
√

1 − v2

c2

, (1.145)

где E0 енергиjа датог тела у мировању, а E енергиjа истог у кретању брзином v. Брзина
светлости у вакууму c ≈ 3 ⋅ 108 m/s не зависи од брзине кретања извора светлости.
Развоjем у степени ред релативистички коефициjент даjе:

γ = 1 + 1

2

v2

c2
+ . . . , 1

γ
= 1 − 1

2

v2

c2
+ . . . , (1.146)

47Max Planck (1858-1947), немачки физичар.
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где нису написани сабирци четвртог и вишег степена брзина, jер су занемарљиви за
релативно мало v у односу на c. Када развиjено γ вратимо у претходну формулу и
ставимо за кинетичку енергиjу Ek = 1

2m0v
2 + . . . , добиjамо

E = E0 +Ek, (1.147)

jер jе m0 = E0/c2 маса датог тела у мировању.
Добиjени израз, а и сам поступак нам говоре неколико ствари. Прво, температура T

коjу ће показати топломер у струjи (идеалног) ваздуха брзине v може се апроксимирати
изразом

T = γT0, (1.148)

где jе T0 температура коjу би показао топломер изван струjе. Друго, релативна енергиjа
(E) тела jе збир сопствене (E0) и кинетичке (Ek). То jе укупна енергиjа тела у кретању
и ту нема места за повећање топлотне енергиjе као осцилаторне енергиjе (молекула)
или хемиjске. Дакле, кретањем се повећава само транслаторна енергиjа, па jе

Q = Q0, (1.149)

где су Q и Q0 редом релативна и сопствена топлотна енергиjа. Та топлота Q, као
топлота ентропиjе, за нас се jош више разликуjе од рецимо енталпиjе, него што jе то
у савременоj физици.

Са овим обjашњењем, релативна ентропиjа (1.139) постаjе

S = S0/γ, (1.150)

где jе S0 сопствена ентропиjа, а γ jе релативистички коефициjент (1.145). То значи
да се релативна ентропиjа смањуjе са повећањем релативне брзине тела, управо онако
како време успорава и како се смањуjе информациjа.

Знамо да због принципа ентропиjе из собе са већим притиском ваздух спонтано
прелази у собу са мањим и да нема таквог кретања ако су притисци ваздуха у собама
jеднаки. Доследно претходном, ако се затворена просториjа креће брзином v = const.
кроз ваздух истог притиска у мировању, занемаримо ли вискозност (силе унутрашњег
трења), бочни притисак из собе на зид биће повећан пропорционално γ. Обрнуто,
седимо ли у возилу коjе се креће jеднолико праволиниjски кроз ваздух исте густине,
бочни притисак ка унутра биће опет већи пропорционално γ, због принципа релативно-
сти. О овом наизглед парадоксу расправићемо касниjе, а до тога погледаjмо чиме jош
можемо оправдати нову идеjу о већоj релативноj температури.

1.3.3 Црвени помак

Закључак (1.148) подржава технологиjа инфрацрвених термометара. Светлост jе
део спектра електромагнетног зрачења (слика 1.22), од наjвећих таласних дужина
(инфрацрвено, 700 nm) до наjкраћих (ултраљубичасто, 400 nm). Знамо да сав спектар
извора Е-М таласа у кретању има веће таласне дужине због Доплеровог ефекта. Каже
се таласне дужине извора у кретању праве помак ка црвеном, коjи ћемо овде назвати
„помак ка топлиjем“, просто зато што се свугде у физици израз „Доплеров ефекат“ (или
Доплеров помак) може заменити са „већа температура“, без контрадикциjе.

Доплеров ефекат jе рецимо виши тон звука сирене коjа нам се приближава или
нижи када се удаљава. Обрнуто фреквенциjи ν се мења таласна дужина λ, jер jе
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Slika 1.22: Део електромагнетних таласа.

њихов производ jеднак константноj (брзина звука cz у води jе око 1500, у ваздуху 340,
а у вакууму 0 метара у секунди) брзини таласа извора у мировању cz = λν. То jе
своjство свих таласа коjа нам у случаjу светлости постаjе нарочито занимљиво.

Знамо да извор таласа сопствене (опажена са извора у мировању) таласне дужине
λ0 и фреквенциjе ν0, коjи се креће брзином ±v по правцу на коjем се налази посматрач,
има таласну дужину и фреквенциjу у односу на посматрача, редом:

λ = λ0

¿
ÁÁÀ1 + v

c

1 − v
c

, ν = ν0

¿
ÁÁÀ1 − v

c

1 + v
c

, (1.151)

при чему предзнак минус узимамо када се извор приближава, а плус када се удаљава.
Константа c = 3 ⋅108 m/s jе брзина светлости у вакууму. Означимо ли са λ− и λ+ таласне
дужине редом долазећег и одлазећег таласа, видимо да важе неjеднакости:

λ− < λ0 < λ+, (1.152)

када jе брзина v > 0. Средња вредност (аритметичка средина) ове уздужне (лонгитуди-
налне) опажене таласне дужине jе:

λl =
1

2
(λ− + λ+) =

λ0√
1 − v2

c2

. (1.153)

Када посматрач ниjе на правцу кретања извора таласа и гледа окомито на таj правац
ка извору, опажаће попречну (трансферзалну) таласну дужину

λt =
λ0√
1 − v2

c2

. (1.154)

Дакле, опажена средња лонгитудинална и трансферзална таласна дужина су jеднаке.
Обе су веће од сопствене. Међусобно су различите долазећа опажена λ+, сопствена λ0

и одлазећа опажена λ−.
Релативистички Доплеров ефекат jе добро познат физици, али не и интерпретациjа

коjу промовишем, да он jедноставно значи промену релативне вероватноће средине и
температуре таласа чиjи извор се креће у односу на запажање сопственог посматрача
(коjи мируjе у односу на извор). Наиме, релативистички Доплеров ефекат указуjе на
исте промене самог простора, система координата везаних за извор ЕМ таласа.

Положаj честице-таласа размазан jе дуж њене таласне дужине тако да већа таласна
дужина значи мање тачну позициjу честице, односно мању густину вероватноће њеног
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налажења на датом месту, а обрнуто, краћа таласна дужина даjе прецизниjе место
налажења честице. Из претходних jедначина даље следи да позициjе таласа извора у
кретању имаjу мање вероватноће од истих позициjа извора у мировању.

Знамо да се обични Доплеров ефекат изводи из обичних (Галилеjевих) трансформа-
циjа, а да се овде наведени релативистички Доплеров ефекат изводи из Лоренцових
трансформациjа специjалне релативности. Међутим, аритметичка средина релативних
долазећих и одлазећих лонгитудиналних таласних дужина (1.151), а посебно релативна
трансферзална таласна дужина (1.154), могу се разумети и помоћу успоравања времена
у односу на посматрача, коjе ћемо jош jедном обjаснити.

Пример 1.3.1 (Дилатациjа времена). Показати да за релативно ∆t и сопствено ∆t0
протекло време важи jеднакост

∆t = γ∆t0, (1.155)

где jе γ = (1 − v2/c2)−1/2, а v релативна брзина између два инерциjална система.

Решење. Из специjалне теориjе релативности знамо да су кретања релативна и да jе
брзина светлости у вакууму независна од брзине извора. Отуда, за два догађаjа са
координатама (r1, t1) и (r2, t2) дуж неког правца кретања у два тренутка, ако ставимо
∆r = r2 − r1 и ∆t = t2 − t1, израз за квадрат интервала

∆s2 = ∆r2 − c2∆t2 (1.156)

биће исти у оба инерциjална система. Када се таква два система координата K и K ′

крећу дуж датог правца константном брзином ±v jедан у односу на други, важи:

∆r2 − c2∆t2 = (∆r′)2 − c2(∆t′)2.

Сопствено време посматрача из K ′ означимо са ∆t′ = ∆t0. Тада jе ∆r′ = 0 (он мируjе у
свом систему), па добиjамо:

∆r2 − c2∆t2 = −c2∆t20,

[(∆r

∆t
)

2

− c2]∆t2 = −c2∆t20,

(v2 − c2)∆t2 = −c2∆t20,

а отуда (1.155). Дакле, сопствено време гледано из другог система тече спориjе.

Са успоравањем времена сразмерно успораваjу опажене фреквенциjе, а због λν = c
повећаваjу се таласне дужине. Резултат jе jеднак претходним. Остаjе само питање
различитих долазећих и одлазећих таласа (1.152).

Због спориjег протицања времена система у кретању, честица коjа нам долази
налази се у нашоj будућности и све jе ближе нашоj садашњости, док се њена удаљеност
до нас смањуjе, да би након мимоилажења одлазећи од нас била све даље у нашоj
прошлости. То смо помињали и уз обjашњење парадокса близанаца тумачећи силу.
Сада идемо корак даље са истим запажањем.

Ми смо такође у будућности честице коjа нам долази, а у прошлости оне коjа
одлази. На таj начин таласи коjи нам долазе дефинишу нашу будућност, а одлазећи
прошлост. Са jедне стране то значи обjективност (реалност) наше историjе и потврду
закона одржања информациjе. Наша прошлост jе обjективна колико jе обjективно
опажање честице коjу ми опажамо. Са друге стране, из неjеднакости (1.152) следи да
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нам jе будућност вероватниjа од садашњости, а да jе прошлост мање вероватна од обе.
Зато опажамо да нам време тече од наше прошлости преко садашњости ка будућности.
Склад ових обjашњења сматрам потврдом основне идеjе о природи времена, али и нове
хипотезе (1.148) о већоj релативноj температури.

Сви посматрачи у инерциjалним кретањима стануjу у истом простор-времену, али
га не виде сви исто. Али брзина светлости у вакууму (c = 3 ⋅ 108 m/s) им jе свима
jеднака и то нам даjе за право да управо таласе светлости (ЕМ зрачења) узимамо за
дефинициjу простор-времена. Зато jе интервал (1.156) толико важан, jер jе за сваког
посматрача у случаjу светлости ∆s = 0, на основу коjег израчунавамо и остатак пута
(∆s ≠ 0) неке спориjе честице допуњуjући га кретањем светлости. Све остало изводимо
из те ставке да jе ∆s2 инвариjанта, коjу третирамо као Питагорину теорему.

Тако смо дошли до закључка (1.155) да jе релативно време спориjе од сопственог.
Помоћу слике 1.23 ћемо разумети утицаj успоравања времена на релативно скраћивање
(контракциjу) дужина дуж правца кретања r, иначе изведену из Лоренцових трансфо-
рмациjа у примеру 1.1.3.

Slika 1.23: Кретање.

У односу на сопственог посматрача у координатном систему
K ′, окомито на његов правац кретања послата jе зрака
светлости OA коjу он после неког времена види опет окомиту
као O′A′. Релативни посматрач изK кретање те светлости види
по хипотенузи OA′ правоуглог троугла ∆OAA′. Сопствени
посматрач види краћи пут светлости (катета OA) али му време
спориjе пролази, па види брзину светлости истом.

Да би брзине светлости за њих биле тачно jеднаке, мора
бити дужина хипотенузе OA

′
за сопственог посматрача jеднака

дужини катете OA за релативног. Другим речима, мораjу
дужине по правцу кретања сопственог посматрача бити тачно
онолико пута краће за релативног, колико пута му време
протиче спориjе. Отуда формула за контракциjу дужина

∆r = ∆r0γ
−1, γ−1 =

√
1 − v

2

c2
, (1.157)

где jе ∆r0 сопствена дужина по правцу кретања а ∆r одговараjућа релативна. Дужине
окомите на правац кретања остаjу jеднаке за оба посматрача.

Помоћу успоравања времена можемо разумети и повећање масе и енергиjе тела,
приметимо ли прво да спориjе време значи већу инертност тела, што значи повећање
његове релативне масе. То повећање масе праћено jе повећањем брзине, а то због закона
одржања енергиjе значи повећање енергиjе тела. То jе кратко обjашњење познатих
формула:

m = γm0, E =mc2, (1.158)

где jе m0 сопствена а m релативна маса укупне енергиjе E.
У међувремену приметимо да Доплеров ефекат и ове формуле имплицираjу да

можемо сматрати да постоjи само jедан фотон, односно jедна врста електромагнетних
зрачења са мноштвима релативних посматрања. Постоjе многи системи у разним
релативним кретањима за сваког посматрача унутар васионе. Из константности прои-
звода таласне дужине и фреквенциjе фотона, λν = c, следи да опажања наjфрекве-
нтниjих иду са наjкраћим таласним дужинама, а то значи са опажањем простора са
наjвећим вероватноћама. То су системи са наjвећим енергиjама и наjвећим релативним
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брзинама. У граничном случаjу, места без неизвесности постаjу она са апсолутно
тачним положаjима и бескраjним енергиjама. Уопште, границе (почетак или рубови)
васионе, хоризонт догађаjа, брзина светлости као и екстремно мале дужине, места су
за коjа нам требаjу бесконачно велике енергиjе, а то су места нулте ентропиjе.

Дакле, из теориjе релативности знамо да су релативне масе молекула тела у кретању
веће и то тачно онолико пута колико им време тече спориjе. Даље процењуjемо да
осцилаторна релативна енергиjа молекула може остати jеднака сопственоj, jер колико
се може добити повећањем маса, тачно толико се може изгубити успоравањем фрекве-
нциjа, што jе у складу са закључком (1.147), да у релативном повећању енергиjе нема
места за било коjу другу енергиjу осим кинетичке. Међутим, закључак да у повећању
кинетичке енергиjе кретањем тела нема промене његове топлотне енергиjе, да важи
jеднакост (1.149), рекли смо, директно jе супротан савременоj физици.

Резимираjмо сада, са нових позициjа, шта се догађа када тело у кретању удари
у препреку и заустави се загреjано. Тело у инерциjалном кретању брзином v > 0 у
односу на датог референтног посматрача има већу укупну енергиjу E = γE0 и већу
температуру T = γT0, непромењену топлоту Q = Q0, али смањену ентропиjу S = S0/γ.
У тренутку удара у препреку и заустављања, релативна брзина тела постаjе v = 0,
кинетичка енергиjа постаjе топлотна, а температура остаjе непромењена – али сада у
односу на (истог) посматрача коjи релативно мируjе. Температура коjу тело има у
мировању непосредно након судара jе она релативна температура коjу jе тело имало
док се кретало.

Све ово смо обjашњавали узимаjући само примере из специjалне релативности,
али слично важи и у општоj. У присуству гравитациjе време успорава, због чега се
дешава гравитациони црвени помак коjи jе у смислу претходног обjашњења еквивалент
Доплеровог помака. Овде можемо додати да то значи повећање температуре положаjа
(тачака коjе мируjу у односу на извор гравитациjе) у гравитационом пољу. Када брзину
из коефициjента γ заменимо гравитационим потенциjалима, претходни резиме остаjе.
Потенциjална енергиjа тела у гравитационом пољу се мења (кретањем и кинетичка),
али не и топлотна. У статичним тачкама jачег поља ентропиjа jе мања.

Због принципа ентропиjе (као и вероватноће), тело задржава своjе инерциjално
кретање jер му сва друга релативна кретања имаjу мању ентропиjу. У присуству
гравитационог поља оно се креће геодезицима, кажемо слободно пада, jер су то путање
константне (како вероватноће тако и) ентропиjе. Изван своjе путање, сваку другу
геодезиjску линиjу (слободног) падања дато тело види у стањима ниже ентропиjе, те
му ниjе могућ спонтани прелазак на такву. Зато сателити круже око Земље не мењаjући
путање, све до судара са другим телом (честицама атмосфере) или деjства неке друге
силе. Специjални случаj овога jе тело коjе мируjе у пољу неке планете и коjе спонтано
може сићи на нижу висину само са повећањем брзине, jер би на мањоj висини у стању
мировања имало мању ентропиjу.

Да гравитациона сила привлачи тело у простор мање ентропиjе изгледа апсурдно.
Па ипак, то jе логично, jер нема доласка у стања ниже ентропиjе без деjства неке
силе, а опет, поремећаjи ентропиjе, вероватноће, jеднако као и закривљеност простора,
стварни су дубљи узроци гравитационих поjава.

1.3.4 Притисак

У претходне две секциjе jе уведена и образложена хипотеза да jе релативна топлотна
енергиjа jеднака сопственоj (1.149). То jе у нескладу са савременом релативистичком
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термодинамиком где се узима да jе топлотна енергиjа пропорционална или тачно jеднака
укупноj енергиjи тела, те jе већа када се тело креће. Занимљиво, посебно зато што су
идеjе коjе овде износим сасвим у складу и са класичном термодинамиком и са теориjом
релативности. Отуда потреба за jош jедним пажљивим разматрањем параметара коjи
доводе до неслагања. Међу њима jе наjважниjи притисак.

У класичном смислу притисак ствара бубање молекула по некоj површини, од
коjег нам затим долазе физички ефекти. Било да оне одскакуjу од ударене површине
или се лепе за њу, притисак производи кинетичка енергиjа молекула у слободном
кретању, па нас неће изненадити да притисак зависи од густине ρ гаса или течности
коjа генерише притисак, затим од квадрата брзине молекула, v2, па према томе и
од релативистичког коефициjента γ из претходних jедначина. Како брзине молекула
могу имати различите смерове и интензитете, то и притисак исте средине може бити
различит у различитим смеровима, те jе он пре тензор него скалар. На пример, знамо
да за бочни (трансферзални) притисак Pt, окомит на правац тока (флукс) гаса или
течности брзине v и густине ρ важи Бернулиjева48 jедначина

Pt +
1

2
v2ρ + gρz = const, (1.159)

где jе g гравитационо убрзање, а z висина на коjу се флукс пење. Повећањем (смањењем)
квадрата брзине оваj притисак се смањуjе (повећава), што значи да Pt ниjе инвариjанта
кретања. Већ тиме jе непоуздан исказ да jе притисак Лоренцова инвариjанта, коjи jе
иначе уобичаjен у савременоj релативистичкоj термодинамици.

Slika 1.24: Ваздух струjи око крила авиона.

На слици 1.24 видимо примену Бернулиjеве jедначине на лет авиона. Авион се
креће великом брзином да би ефекат квадрата брзине v2 у формули (1.157) био што
већи. Крило авиона jе глатко и аеродинамично тако да ваздух лако клизи око њега, али
jе оно таквог облика да jе путања ваздуха са горње стране дужа па jе са те стране већа
брзина ваздушне струjе. Она ствара већи узгон (повлачење горе) на струjу ваздуха од
притиска на доњу стране крила. Зато jе потисак одоздо ка горе већи, а таj jе у случаjу
хоризонталног лета авиона тачно у равнотежи са тежином авиона. При тачниjем опису
треба додати и ковитлање ваздуха око крила коjе помаже узгону.

Бернулиjева jедначина мора функционисати и у случаjу мимоилажења две собе A и
B, коjе се одозго виде на следећоj слици 1.25. Између соба су отвори за слободан
пролазак ваздуха. Ако се у односу на вањског посматрача обе собе крећу истим
брзинама, соба A десно а соба B лево, због симетриjе нема кретања ваздуха између.

48Daniel Bernoulli (1700-1782), шваjцарски математичар и физичар.

Растко Вуковић 76



ПРОСТОР-ВРЕМЕ

Међутим, шта ће видети посматрач коjи седи у соби A и коjи према специjалноj теориjи
релативности може сматрати да се само соба B креће? Или обрнуто, шта ће рећи
посматрач коjи мируjе у соби B и jеднако jе у праву када сматра да се креће само она
друга соба?

Slika 1.25: Собе A и B у узаjамном кретању.

Наравно да и вањски посматрач коjи сматра да се обе собе крећу мора бити у праву,
па зато закључуjемо да нема кретања ваздуха између соба. Међутим, Бернулиjев бочни
потисак би за посматрача из A морао проузроковати одлазак ваздуха из његове собе
ка соби B, осим ако се у соби B управо због тог становишта не поjави релативни
надпритисак ваздуха у самоj соби B. Таj надпритисак би морао бити тачно толики да
би могао спречити кретање ваздуха између A и B.

Приђимо овом проблему са друге стране. На истоj слици 1.25 узимамо и даље да
jе сопствени посматрач у покретноj соби B и да он у своjоj соби опажа притисак P0

(у свим правцима), а ту собу гледа A коjи себе сматра непокретним. Притисак P jе
деjство вектора силе F на површину Π, то jе количник силе окомите на површину и
jединице те површине.

Међутим, релативна „паралелна површина“ правцу кретања смањуjе се пропорцио-
нално γ−1, док се „окомита површина“ на правац кретања не мења. Ако за „сопствену“
силу узмемо производ масе и убрзања (F0 =ma), а промену импулса у jединици времена
(F = dp/dt) за „релативну“, као у jеднакостима (1.39), имаћемо „релативну“ паралелну
и окомиту компоненту:

F∣∣ = γ2ma∣∣, F⊥ =ma⊥, (1.160)

па су одговараjуће компоненте притиска:

P∣∣ = γ2P0, P⊥ = γP0. (1.161)

Тако видимо да се у соби B jавља релативни надпритисак коjи би могао зауставити
усисаваjуће ефекте Бернулиjеве jедначине. Бернулиjев (трансферзални) усисаваjући
притисак Pt требао би, уместо (1.159), бити тачно усклађен са

Pt = P0γ
−1, γ−1 =

√
1 − v

2

c2
, (1.162)

да би се поништило деjство релативног бочног надпритиска P⊥ из (1.159).
Одступања коjа настаjу због вискозности (због контракциjе покретне собе по дужини

и вишег паралелног притиска при преносу на окомити) мораjу бити у равнотежи са
(1.159). Тада нема парадокса соба на слици 1.25. Таj бочни надпритисак омогућава
затворени простор собе као и друга (паралелна) компонента jош већег релативног
надпритиска. Због паралелног притиска ваздух у соби тежи да се издужи, што би
се и десило да нема предњег и задњег зида собе. У наизглед сличноj ситуациjи,
када меримо температуру гаса у кретању стављаjући топломер директно у струjу,
евентуално затварање собе нема толиког значаjа.
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Због релативне контракциjе дужина само по правцу брзине v, запремина собе у
кретању износи

V = V0γ
−1, (1.163)

где jе V0 њена сопствена запремина. Релативна запремина собе се смањуjе док притисак
расте. Са новим формулама (1.159) ће нам требати и ново тумачење Боjл-Мариотовог
закона (в. [12]). Овде jе и даље уреду за сопствени систем рећи: производ притиска и
запремине гаса jе константан, али ниjе за релативни. Производ релативне запремине и
притиска ваздуха има две „компоненте“, паралелну и окомиту на вектор v, редом:

V P∣∣ = γV0P0, V P⊥ = V0P0, (1.164)

где су V0 и P0 запремина и притисак ваздуха у соби у мировању. Када мало пажљивиjе
погледамо, ово ново тумачење притиска ће се показати боље усклађено са тензорским
карактером енергиjе (1.136) од уобичаjеног, али о томе неки други пут.

Овде се такође нећемо превише бринути због евентуалних неслагања са jедначинама
идеалног гаса, за коjе у реалниjим условима треба потражити боље изразе. Савршен
или идеалан гас jе теориjски гас коjи се састоjи од тачкастих честица у насумичном
кретању чиjе су jедине интеракциjе савршени еластични судари. Jедан мол идеалног
гаса има запремину 22,71 литара у нормалним условима, на температури 273,15 Келвина
(нула Целзиуса) и под апсолутним притиском од 105 Паскала (око jедне атмосфере).
У нормалним условима се многи гасови (азот, кисеоник, водоник, племенити гасови)
понашаjу попут идеалног. Остали гасови су сличниjи идеалном на вишим температу-
рама и нижем притиску, када потенциjална енергиjа међу молекулама постаjе мање
битна у односу на кинетичку енергиjу и када jе удаљеност између молекула већа.

Треба знати да модел идеалног гаса не успева на нижим температурама или вишим
притисцима када међумолекуларне силе и размаци постаjу важни. Такође, таj модел
ниjе примењив на многе тешке гасове. На нижим температурама jе притисак реалног
гаса често значаjно мањи него код идеалног гаса. На пример, модел идеалног гаса
уопште не предвиђа прелазак из гасовитог у течно агрегатно стање, уобичаjен за реалне
гасове са смањивањем температуре. Из истог разлога и релативни идеални гас повећа-
њем брзине постаjе све мање идеалан.

У идеалном гасу везу између притиска, запремине, температуре и количине гаса
изражава jедначина идеалних гасова

PV = nRuT, (1.165)

где jе P апсолутни притисак (у Њутнима по метру квадратном), V запремина посуде
(у метрима кубним), n jе броj присутних молова гаса, Ru ≈ 8,31 J ⋅ mol−1 ⋅ K−1 jе
универзална гасна константа, а T температура (у степенима Келвина). Ова формула
jе наjjачи аргумент да се температура гаса у кретању не мења. Међутим, значаjним
порастом релативне брзине, гас губи своjства идеалног (стиска се по дужини, расте
маса молекула), па се у формулу идеалних гасова баш тада не можемо поуздати.

Ако икада прихватимо овде изведено третирање ентропиjе и последица, много тога
из релативистичке термодинамике биће логичниjе или jедноставниjе. Болцманова ко-
нстанта kB = R/NA и даље дефинише количник гасне константе Ru и Авогадрове49

константе NA = 6,02 × 1023 mol−1. То и даље остаjе у складу са познатом класичном
формулом термодинамике, PV = nRT = kBNT , где jе n броj молова супстанце, а N

49Амадео Авогадро (1776-1856), италиjански научник.
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броj молекула гаса. За n = 1 mol, броj N jе jеднак броjу честица у jедном молу,
тj. Авогадровом броjу. Са друге стране, кинетичка теориjа даjе просечан притисак
идеалног гаса P = Nmv̄2/3V , одакле jе просечна транслаторна кинетичка енергиjа
1
2mv̄

2 = 3
2kBT , а она има три степена слободе (по jедан 1

2kBT за сваку димензиjу).
Познато jе у физици, енталпиjа (H) jе збир унутрашње енергиjе (E) и производа

притиска (P ) са запремином (V ) термодинамичког система. Енталпиjа jе своjство
термодинамичког система, независно од његове историjе:

H = E + PV, (1.166)

где су E унутрашња енергиjа система, P притисак, а V запремина. Ако се енергиjа
мења према обрасцу (1.145), а за производ притиска и запремине узмемо паралелну
компоненту из (1.164), онда jе релативна енталпиjа

H = γH0, (1.167)

где jе H0 сопствена. Тада jе релативна енталпиjа већа од сопствене, пропорционално са
γ, што jе већ разликуjе од топлоте (1.149). Међутим, због овде промовисане векторске
природе притиска те (1.164), а посебно због познате тензорске природе енергиjе (1.136),
ствари се jош више компликуjу, заправо усклађуjу, о чему ћемо касниjе више.

Приметимо jош само да разлике релативних компоненти притиска (1.161) даjу ново
значење реализациjама случаjности. Исти сопствени притисак, рецимо гаса у мировању,
ствараће различите релативне реализациjе случаjних догађаjа и према томе различите
реалности посматрачима коjи се у односу на њега крећу у различитим инерциjалним
системима. То jе у складу са новим старим принципом вероватноће, али не и са
детерминизмом механике.

1.3.5 Релативне реалности

Без присуства сила природи не би требала обjективна случаjност, нити би нама
требале вероватноће. То смо закључили разматраjући броj димензиjа васионе. Међутим,
не треба ићи тако далеко да би приметили да без физичких сила не би биле могуће
различите брзине кретања и да без сила уопште не би било релативних посматрача.
Искључити силе значи искључити случаjности, а то значи искључити васиону. Према
томе, принцип вероватноће jе много општиjи него што то изгледа на први поглед.

Отуда наизглед претеран став да jе произвољно тело тамо где се у датом тренутку
налази зато што jе то стање њему тада наjвероватниjе. Реализуjући наjвероватниjе,
природа као да жели сачувати своjе неизвесности дозвољаваjући само наjизвесниjим
случаjностима да постану информациjе. Дакле, последица принципа вероватноће jе
принцип информациjе: трошење наjвероватниjих штеди неизвесност. То нас наводи и
на закључак да важи закон одржања количине неизвесности коjа ниjе реализована у
информациjу.

Замислимо човека коjи седи на клупи у парку и посматра оближње стабло. Он jе
у сопственом физичком систему у коjем се због обjективне случаjности врши стално
претварање дела неизвесности у информациjу. Мноштво новонасталих информациjа
чини његову садашњост. Обjективност случаjности тера природу да се мало по мало
одриче своjе неизвесности ствараjући слоj по слоj садашњости, стално изнова ствараjући
материjу, простор и време. Клупа jе скоро увек иста, а дрво се помало њише због
деjства ваздушних сила, а све заjедно доказуjе да природа увек ствара исто у истим
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датим околностима, због истих датих вероватноћа. Прошлост поменутог човека настаjе
нагомилавањем слоjа по слоjа његових садашњости. Тако настаjе време.

Због своjе сложености и због закона великих броjева, макротела нам привидно
изгледаjу као да могу без закона вероватноће, а зато што живимо у макросвету и
због упоредог присуства строгих апстрактних закона математике, скоро да поверуjемо
у детерминистичку природу света. А чак и наjвећа тела мораjу бити у датом стању на
датом месту управо зато што jе са њиховог сопственог становишта свако друго стање
или други положаj мање вероватан. Када опажање вероватноће не би било релативно,
сви посматрачи били би на истом месту! Били би у просторном конфликту.

Из закључка да време не постоjи без настаjања информациjе, независно од претхо-
дног, следи исти закон одржања количине неизвесности. Видели смо да су и класичне
дефинициjе информациjе такође у сагласности са овим законом. Штавише, из тих
дефинициjа произилази да jе количина настале информациjе тачно jеднака количини
потрошене неизвесности. Сва потрошена неизвесност чини материjални свет датог
посматрача, његове (сопствене) васионе: време, простор и супстанца.

Да не важи принцип вероватноће, рецимо да се jеднако реализуjу и мање вероватни
догађаjи, посматрач са клупе би након дрвета у следећем тренутку могао опажати и
нешто битно друго, па треће. Принцип реализациjе наjвероватниjих догађаjа гаранциjа
jе максималне (могуће) стабилности, континуитета природе временом. Промена веро-
ватноће могућа jе силом, али jе и таj процес постепен. Сила маси даjе убрзање,
мењаjући jоj брзину. Релативни посматрач тих промена ће на сваком нивоу брзина
опажати другачиjим одговараjуће исте информациjе система у коjем дата маса мируjе,
све мање са већом брзином. Сила удаљава дато тело из система посматрача, jош више
умањуjући износ губитака неизвесности сопствене васионе, као да га односи на другу
страну брда смањуjући штету за становиште посматрача. У том смислу jе сила jош
већа подршка принципу вероватноће.

Неизвесност пре реализациjе случаjног догађаjа постаjе информациjа након. Укупна
количина „неизвесност плус информациjа“ поjединог затвореног система било коjег
случаjног догађаjа, константна jе, не мења се током производње дате информациjе. Она
jе константа система, па jе и константа васионе. Међутим, произведена информациjа
нити количином ниjе jеднака за сваког, сопственог или релативног посматрача, jер би у
противном васиона веома брзо потрошила своjу неизвесност. Много jе више релативних
посматрача него сопствених, али релативни опажаjу мању производњу информациjе од
сопственог код сваке случаjне реализациjе, па (сопствена) васиона траjе.

Slika 1.26: Сопствено и три релативна опажања из A1.

На слици 1.26 видимо jедног сопственог посматрача A1 коjи jе релативни за системе
A2, A3 и A4. Та четири различита система представљаjу n = 4 сопствена посматрача
од коjих jе сваки jош по n − 1 = 3 пута релативан, тако да имамо укупно

V n
2 = n(n − 1) = 4 ⋅ 3 = 12 (1.168)
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релативних. Броj вариjациjа V n
2 расте са квадратом броjа n. У случаjу jеднаке произво-

дње информациjе код свих, велики броjеви релативних система би смањивали траjање
васионе у односу на сваког поjединог посматрача. Време коjе jе заправо произведена
информациjа брзо би се трошило. Могло би се десити да васиона изгори у jедном
трептаjу, као у следећем примеру.

Пример 1.3.2 (Вакуум). Стварање и поништавање честице и античестице.

Обjашњење. Према Хаjзенберговоj неодређености за енергиjу и време, ∆E∆t ≥ ~, у
вакууму увек може настати пар честица, материjе и антиматериjе, произвољно велике
енергиjе, до ∆E, само ако њихово траjање ниjе дуже од ∆t. Сви догађаjи такве
честице су сопствени за jедног посматрача из вакуума, па ако већа енергиjа такве
честице значи и већи броj догађаjа, онда она значи и краће траjање. Када би таквим
стварањем (креациjом) настала читава васиона, она би због своjе огромне енергиjе,
тачниjе речено због огромног броjа система коjе садржи, морала нестати (анхилирати
се) у екстремно кратком итервалу времена. Ако су узаjамно релативни према овде
изложеном концепту, за житеље такве васионе наш трептаj био би њихова вечност.

Креациjа са анхилациjом пара честица-античестица у примеру вакуума у складу
jе са претходним разматрањима по jош неким детаљима. Све „галаксиjе“ и сва друга
„тела“ настала као честице нове „васионе“ су за посматрача из нашег вакуума jеднака
jедном сопственом систему, па jе траjање (∆t), дакле трошење, такве „васионе“ таквом
(вањском) посматрачу обрнуто пропорционално са укупним садржаjем (∆E). Резултат
какав даjе и Хаjзенбергов принцип неодређености. Даље, та би „васиона“ била или од
материjе или од антиматериjе, а не би морала имати нити друге симетриjе. Рецимо, не
би морала бити укупно електрично неутрална. При томе не претпостављамо било шта
о (унутрашњем) опажању тамошњих „житеља“.

Из наведеног примера видимо колико су за васиону важни релативни посматрачи
за коjе jе успорен ток времена у односу на сопствено. Они опажаjу спориjу производњу
информациjе и на таj начин учествуjу у смањењу трошења неизвесности и смањењу
трошења саме васионе. Већ смо видели да jе шкртост смисао принципа информациjе, а
како jе ентропиjа делом информациjа, исто важи и за њу. Зашто су и принцип ентропиjе
(физички систем спонтано тежи повећању ентропиjе) и принцип информациjе (штедња
са информациjом) последице истог принципа вероватноће (реализациjе наjвероватниjег)
можемо разумети и на следеће начине.

Спонтаним растом ентропиjе уређеност постаjе неуређеност, тежи се безличном,
аморфном стању коjе мало шта казуjе. Циљ раста ентропиjе jе „неодавање информациjе“.
То смо већ помињали, а сада погледаjмо да то исто доказуjе иМаксвелов демон (в. [13]),
на слици 1.27. Преградом jе соба подељена на два одељка A и B, у коjима jе у почетку
уjедначен притисак ваздуха, jеднак jе броj брзих (црвене) и спорих (плаве) молекула.
Замишљамо да постоjи демон коjи контролише информациjе, тако да пропушта само
брзе молекуле из A у B, а само споре из B у A, када молекуле наиђу на преграду.
Временом ће се све брзе молекуле наћи у одељку B, а све споре у одељку A. Међутим,
тако смо из стања веће ентропиjе (неуређености) дошли у стање мање ентропиjе (уре-
ђености). Добили смо парадокс коjи аутор па и генерациjе физичара после њега нису
умеле да обjасне.

Сада када промовишемо простор, време и материjу као облике информациjе, пример
са Максвеловим демоном постаjе jасниjи. Даjући демону способност уређивања нереда,
независно од тога да ли та потрошња изискуjе потрошњу енергиjе, демону бисмо дали
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Slika 1.27: Максвелов демон.

способност трошења информациjе. Међутим, природа то неће дозволити управо због
своjе шкртости (принципа информациjе). Она не одаjе информациjу осим када то баш
мора. Према томе, принцип ентропиjе jе последица принципа информациjе, а оба су
последице принципа вероватноће.

Slika 1.28: Шредингерова мачка.

Вратимо се сада на необична своjства времена, обjашњаваjући их помоћу примера
Шредингерове мачке (в. [14]), на слици 1.28. Када би мачка била мали квантни
систем за коjи нису битни закони великих броjева, онда би свака информациjа о њоj
значаjно мењала њено материjално стање. Рецимо да у кутиjи имамо мачку за коjу не
знамо тачно да ли jе жива или мртва, а затим да отворимо кутиjу и добиjемо такву
информациjу. За мали квантни систем, свака па и таква информациjа jе огромна
ствар. Она не-супстанциjално стање неизвесности мачке претвара у супстанциjално.
Одузимаjући неизвесност претходном стању мачке, због закона одржања количине
(неизвесност плус информациjа), стања мачке постаjу извесниjа, па иако jе у тренутку
отварања кутиjе било свеjедно хоћемо ли затећи живу или мртву мачку унутра, након
отварања то више ниjе. Установивши да jе мачка „жива“, дефинисано jе и њено претходно
стање са „жива“. Да jе отварањем кутиjе установљено да jе мачка „мртва“ и њено
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претходно стање постало би „мртва“. У тренутку отварања то jе било обjективно
свеjедно, jер све до отварања кутиjе мачка обjективно ниjе била нити „жива“ нити
„мртва“.

Ми смо тек након открића квантне спрегнутости у стању да разумемо ту дубљу
природу релативности времена коjу пренаглашава Шредингерова мачка. Исто jе у
основи Хаjзенбергове чувене реченице о мерењу: „Тек након мерења, путања честице
добиjа реалан смисао“. Дакле, не само да мерењем сазнаjемо нешто о честици, већ
честица чином мерења у садашњости дефинише и своjу обjективну прошлост. Даjући
информациjу о себи она се открива материjалном свету, слаби своjу неодређеност,
а тиме дефинише и своjу материjалну прошлост. Исто имамо и у овде спомињаноj
креациjи реалности слободне честице помоћу две узастопне интеракциjе.

Са овде изложеном теориjом „материjалне информациjе”, поменуто Хаjзенбергово
обjашњење мерења добиjа дубље значење. Реализациjом случаjног догађаjа, претвара
се део неизвесности у информациjу због чега квантни систем постаjе извесниjи. На
таj начин постаjе извесниjи и сваки макро-систем, али због малог удела поjединих
информациjа у новоj реалности она остаjе наизглед непромењена.

Слободна честица након интеракциjе A путуjе као врло неодређена ка неизвесноj
интеракциjи B. Ту неодређеност jоj омогућава Хаjзенбергов принцип неодређености у
претходним одређениjим, сада можемо рећи реалниjим, интеракциjама. У границама
тих неодређености су испоштовани закони одржања енергиjе, импулса, спина, а из истог
разлога су могуће и вариjациjе њене будућности. Зато jе додефинисање интеракциjе
A могуће и након интеракциjе B. То изгледа чудно ако мислимо да jе временски ток
нека прецизна дедукциjа, што он ниjе. Прошлост jе наталожена садашњост коjа се због
обоjе, конзервациjе информациjе и обjективне случаjности, делом чува а делом мења.
Тако долазимо до закључка да jе реално само оно што jе комуницирало са нечим са
чиме смо ми комуницирали.

Принцип информациjе jе и штедљивост у трошењу неизвесности, али и ускраћивање
комуникациjе. Ограничавање могућности размене материjе, интеракциjа и информациjе
значи да нема комуникациjе свачега са свачим. Фотон комуницира са електроном,
електрон путем фотона са истим или другим наелектрисањем, али увек на начин описан
шаблоном одавања информациjе и губитка неизвесности. Проверимо то на моделима
Феjнманових диjаграма.

Slika 1.29: Феjнманов диjаграм.

На слици 1.29 лево се налази први електрон e− коjи емитуjе виртуелни фотон γ
коjи наилази на други електрон e− десно. Прихватамо Феjнманов опис да око сваке
наелектрисане честице постоjи стално поље виртуелних фотона и да jе на слици такав
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jедан коjи одузима импулс (масу, енергиjу, спин) првом електрону и предаjе га другом.
Закони одржања су испоштовани и електрони се одбиjаjу. Тако настаjе одбиjање истои-
мених наелектрисања. Када десном електрону обрнемо смер тока времена, лево jе и
даље исти први електрон али jе десно позитрон e+, па иста размена импулса постаjе
разлог за узаjамно привлачење сада супротних наелектрисања.

Даље само поjашњавамо Феjнманов опис, прво помоћу информациjе. Пре или
касниjе, неки виртуелни фотон γ комуницира (размени информациjу) између две наеле-
ктрисане честице, као на датоj слици. Тиме се повећа извесност простора између
њих и честице скрећу у неизвесност. За две истоимене честице (електрон-електрон)
неизвесност jе вани, а за различите (електрон-позитрон) jе унутра.

Помињали смо „два пролазника“ (сада електрон и позитрон) коjима би временски
ток ишао супротним смеровима и зато не би могли комуницирати на уобичаjен (рецимо
типичан) начин. Када први постави питање он у свом времену касниjе очекуjе одговор,
коjи други у свом времену мора дати прво па тек онда чути питање. Због одсуства
типичне размене информациjе оба долазе до закључка да jе у простору између њих
већа неизвесност и привлаче се. Приметимо да jе ово обjашњење одбиjања (за ниjансу)
различито од Феjнмановог. У њему доминира „жеља“ за што већом неизвесношћу,
дакле принцип информациjе.

Иста прича има jош импликациjа коjе допуњаваjу ширу слику. На пример, како jе
могуће да реалним сматрамо ентитете коjи не комуницираjу? Одговор jе у нетипичним
комуникациjама. Чак и у макро-свету срећемо људе коjи су толико паметни или се
толико добро познаjу да ће jедан давати (тачан) одговор на питање коjе други jош
ниjе ни стигао поставити. Исто ћемо добити и када су саговорници веома глупи али у
одговараjућим jедноставним ситуациjама.

Такве су елементарне честице. Када су сасвим „глупе“, наjмање честице не могу било
шта смишљати, организовати или планирати, већ мораjу реаговати „на прву лопту“.
Њима тада уопште ниjе битно куда ће време опонента да би могле „комуницирати“.
Трећи пример jе комуникациjа иза брда. У случаjу све већих релативних брзина,
емисиjе информациjе изгледаjу све мање и читава њихова реалност као да одлази на
неку недоступну страну. У сваком од тих случаjева имамо интеракциjу са нечим што
има интеракциjу са датим и налазимо се на истоj страни реалности.

Савремена космологиjа држи да jе васиона настала великим праском (big bang) и да
се од тада до данас већ скоро 14 милиjарди година стално шири. Ширењем се васиона
разређивала и у неком тренутку jе постала прозирна. Светлост коjа би тада кренула
ка нама морала jе прелазити све веће и веће настаjало растоjање, па се због брзине
ширења васионе могло десити да светлост остане са оне стране домета. Jедноставно
речено, толико много простора настаjе између давно кренуле светлости и нас да она
никада не може до нас стићи. Такође, светлост коjа од нас креће у дубину, због ширења
васионе, никада не може прећи преко граница видљиве васионе. Међутим и тамо има
материjе, коjа jе комуницирала са нечим са чиме и ми, па jе и она за нас реална.

Ма како да нам изгледа чудно, ову посредну реалност налазимо и уз обjашњење
парадокса близанаца, у делу о успоравању времена инерциjалног система коjе доводи
до заостаjања у прошлости или у будућности посматрача. Честица коjа се од нас
инерциjално удаљава има релативно успорен ток времена и стално jе у нашоj прошлости,
све даљоj што нам jе даља. Док год видимо ту честицу комуницирамо са њом, а jеднако
она може да комуницира са неким другим деловима нашег система. Према томе, наша
прошлост jе (посредно) реална са нама.

Слично jе и са честицом коjа нам се инерциjално приближава, али тада долазимо
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до закључка да нам jе будућност такође реална, да jе jедина могућа, што jе у складу са
нашим закључцима о димензиjама простор-времена у случаjу када нема деjства силе.
Када се честица нама приближава неинерциjално, jер на њу делуjе сила, она тада
мења брзине и интерагуjе са различитим вариjантама наше будућности. Према томе,
различите су и вариjанте наше будућности нама jеднако реалне, на начин нетипичних
(посредних) комуникациjа.

Све ово указуjе да сила мења и вероватноћу и перцепциjу реалности посматрача.
Сила jе у стању да примарну реалност мења са секундарном и да замењуjе секундарне.
Због универзалности тих поjава, jеднако jе тачно рећи и обрнуто, да поремећаj верова-
тноће значи присуство силе. Нагомилавање молекула ваздуха ближе поду собе у грави-
тационом пољу знак jе присуства силе, као што jе и обрнуто, присуством силе нарушене
су (jеднолике) вероватноће.

Са становишта ентропиjе jе тумачење Феjнмановог диjаграма 1.29 слично претхо-
дном. Поjава фотона између електрона прекида jедноличност простора, смањуjе неред,
а тиме и ентропиjу, па електрони спонтано прелазе у простор веће ентропиjе. Одбиjаjу
се. У случаjу одсуства типичне комуникациjе електрон и позитрон раде исто, али то
сада значи да се привлаче. У случаjу ширења свемира принцип ентропиjе (физички
систем спонтано прелази у стање веће ентропиjе) jе очигледан. Нове формуле (1.148)
и (1.149) само побољшаваjу званично обjашњење. Прва (T = γT0) значи да су даље
галаксиjе (због веће брзине удаљавања и већег γ) топлиjе. То jе логично и због чињенице
да су оне дубље у прошлости, када jе свемир био гушћи. Друга (Q = Q0) значи да jе
топлотна енергиjа непромењена. Сада закон одржања енергиjе остаjе на важности, jер
jе сила (1.42) коjа покреће ово ширење свемира свеприсутна и константна (претпостав-
љена сила F0 ≠ 0 коjа одбиjа галаксиjе не мора бити константна) од његовог постанка.
Просто речено, она jе као гравитациона сила планете коjу не треба „ложити“, додаваjући
jоj нову енергиjу.

Поменуту „онострану“ реалност налазимо и у космичким размерама. Замислимо
три галаксиjе A, B и C удаљене милионима светлосних година коjе се међусобно
удаљаваjу. Сила (1.42) коjа удаљава C од A посматрано из A расте временом и расте
са γ2. Она има правац и смер вектора

Ð→
AC, а њена окомита компонента се не мења.

Слично се догађа са галаксиjом C посматрано из B, осим што она бежи под силом у
смеру

Ð→
BC коjи ниjе jеднак првом. Зато што се на C из A и B виде различите силе,

опажаjу се и различите реалности. Обе су некакве реалности, jер A види C, али види и
B коjе види C. Већ код инерциjалних кретања смо имали различита релативна виђења
исте поjаве (информациjе), али сада имамо много веће разлике, сличне онима честице
коjа нам прилази са променама брзине. Посебно, нити спонтани развоj ентропиjе на C
ниjе исти са становишта A и B.

Ово нас враћа на она апсурдна обjашњења са почетка ове књиге. Према принципу
вероватноће, догађаjи теку из прошлости ка будућности тако да физички систем увек
заузима углавном наjвероватниjа стања. У складу са тиме, реално обртање временског
тока било би само оно у коjем би таj систем ишао унатрашке опет ка, у датим условима,
наjвероватниjим стањима. Исто jе и са ентропиjом. Ако смо се сваким кораком у jедном
току времена налазили у стањима максималне ентропиjе, онда би онаj коjи хода нашим
стопама временом уназад морао опет пролазити кроз, у датим условима, стања наjвеће
ентропиjе.
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1.4 Симетриjе

Овде су математички додаци коjи се подразумеваjу у претходном делу књиге. То
су углавном познатиjе теме допуњене моjим идеjама. Прва jе извођење Лоренцових
трансформациjа из Аjнштаjнових принципа, друга подводи те трансформациjе под
геометриjске симетриjе, а трећа су формалне основе за ширење простор-времена на
више временских димензиjа. Оне су такође и наjава даљег рада.

1.4.1 Лоренцове трансформациjе

У Декартовом правоуглом систему координата Oxyz, на слици 1.30, све три коорди-
натне осе (апсциса x-оса, ордината y-оса и апликата z-оса) jеднако су баждарене и
узаjамно окомите ориjентисане праве линиjе са заjедничким исходиштем у тачки O. У
равни Oxy налази се тачка A са координатама (x, y,0), а на висини z од те равни изнад
тачке A налази се тачка B са координатама (x, y, z).

Slika 1.30: Декартове правоугле координате.

Према Питагориноj теореми налазимо редом:

OA
2 = x2 + y2, OB

2 = OA2 +AB2
,

l2 = x2 + y2 + z2, l = OB. (1.169)

Када се квадар са дате слике транслира (паралелно помери) за вектор
Ð→
OO′, тада теме

O квадра прелази у тачку O′, а теме B у тачку B′, па претходна jеднакост постаjе

(∆l)2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2, (1.170)
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где су ∆ξ дужине премештања квадра паралелно координатама, редом ξ = x, y, z, а ∆l

jе диjагонала, дужина премештања
Ð→
OO′.

Након ове безвременске, математичке транслациjе користимо нове ознаке за дужине
страница квадра, али све одговараjуће дужине остаjу исте. Када већ кажемо да jе
систем Oxyz прешао у систем O′x′y′z′ транслациjом, онда jе лако додати да jе то
померање зависно од протеклог времена t, тако да се дешава константном брзином
дефинисаном вектором v = (vx, vy, vz). То значи да се дуж коориднате ξ ∈ {x, y, z} за
временски период ∆t систем O′ померио за дужину vξ∆t у односу на систем O. Ако
су се у почетном тренутку (t = 0) два система поклапала (O ≡ O′), тада у произвољном
тренутку t важе трансформациjе координата:

x′ = x − vxt, y′ = y − vyt, z′ = z − vzt, t′ = t. (1.171)

То су Галилеjеве трансформациjе, где четврту jедначину пишемо само да нагласимо
да у оба система, непокретном O и покретном O′, време тече jеднаком брзином. Нема
битног губитка општости када ставимо да jе кретање само дуж апсцисе. Тада jе укупна
брзина броj v = vx ≠ 0, док су остале две компоненте брзине нуле (vy = vz = 0).

Галилеjеве трансформациjе су побољшаване Лоренцовим, првенствено због експе-
римената Маjкелсона и Морлиjа (в. [15]). Њима jе од 1887. године установљено да
се светлост креће увек истом брзином у вакууму, око c = 3 × 108 m/s, без обзира на
брзину извора. Сазнање М-М експеримената jе Аjнштаjн узео за своj други принцип
у раду коjи jе обjавио 1905. године, а коjи jе данас познат као специjална теориjа
релативности. Први принцип му jе био релативност кретања, да физички закони
система у коjем посматрач мируjе не зависе од тога да ли се таj систем креће
jеднолико праволиниjски у односу на неко друго тело или посматрача.

Укратко, Аjнштаjнови принципи релативности су: 1. сва jеднолико праволиниjска
кретања су равноправна и 2. брзина светлости у вакууму не зависи од брзине извора.

Пример 1.4.1. Извести Лоренцове трансформациjе из Аjнштаjнових принципа.

Решење. Аjнштаjнова релативност за четврту координату користи ct а то jе пут коjи
светлост пређе за време t. За систем O′ коjи се креће брзином v у односу на систем O
дуж апсциса, у наjопштиjем случаjу можемо ставити:

x′ = γ(x − β ct), y′ = y, z′ = z, ct′ = Act −Bx, (1.172)

где су γ, β,A,B непознати броjеви коjе тек треба одредити. Прва и четврта координата
су функциjе зависне од узаjамне брзине v кретања два система и евентуално jош jедино
од брзине светлости c. Ове трансформациjе би постале Галилеjеве (1.171) ако би било
γ = 1, β = v/c, A = 1 и B = 0.

Када неки обjекат мируjе у O′ на позициjи x′ = 0 он се креће константном брзином
v апсцисом система O, тако да jе x = vt, па jе β = v/c те x′ = γ(x− v

c ct). Према принципу
релативности, инверзне трансформациjе између O′ и O мораjу имати исту форму али
са брзином супротног предзнака, па налазимо x = γ(x′ + v

c ct
′) за исти коефициjент

γ. При томе jе t = x/c када год jе t′ = x′/c и сменом у претходне jеднакости затим
множењем добиjамо xx′ = γ2(1 − v2/c2)xx′. Отуда, за прву jедначину:

γ = 1
√

1 − v2

c2

, β = v
c
. (1.173)
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Први коефициjент се назива и Лоренцов фактор и већ смо га помињали. Jедначина
из (1.172) коjа дефинише трансформациjу времена, може се добити из услова x′ = ct′ и
x = ct сменом у претходне просторне координате одакле ct′ = γ(ct − βx). Према томе,
Лоренцове трансформациjе су:

x′ = γ(x − β ct), y′ = y, z′ = z, ct′ = γ(ct − βx), (1.174)

где су γ и β дати са (1.173).

Због другог Аjнштаjновог принципа, у оба система мерено светлост прелази неки
пут за дато време истом брзином, што значи ∆l/∆t = ∆l′/∆t′ = c, а отуда наслућуjемо
да jе израз

(∆s)2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 − c2(∆t)2 (1.175)

инвариjанта Лоренцових трансформациjа. То jе поопштена Питагорина теорема, за
4-Д простор-време специjалне теориjе релативности.

Пример 1.4.2. Доказати да jе израз (1.175) инвариjанта Лоренцових трансформациjа.

Решење. Полазећи од (1.172) добиjамо, редом:

∆x′ = γ(∆x − β c∆t), c∆t′ = γ(c∆t − β∆x),

(∆x′)2 = γ2(∆x − β c∆t)2, c2(∆t′)2 = γ2(c∆t − β∆x)2,

{ (∆x′)2 = γ2[(∆x)2 − 2β∆xc∆t + β2 c2(∆t)2]
c2(∆t′)2 = γ2[c2(∆t)2 − 2β c∆t∆x + β2 (∆x)2].

Отуда одузимањем:

(∆x′)2 − c2(∆t′)2 = γ2[(∆x)2 − c2(∆t)2] − γ2β2[(∆x)2 − c2(∆t)2]

= γ2(1 − β2)[(∆x)2 − c2(∆t)2]

= (∆x)2 − c2(∆t)2.

Додавањем квадрата интервала остале две координате добиjамо (∆s′)2 = (∆s)2, а то jе
оно што jе и требало доказати.

Таласна jедначина коjа следи из Максвелових радова о електромагнетизму гласи

∂2Ψ

∂x2
+ ∂

2Ψ

∂y2
+ ∂

2Ψ

∂z2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
= 0, (1.176)

при чему jе 1/c2 = µ0ε0, где jе µ0 = 4π × 10−7 N/A2 магнетна, а ε0 = 8,854 × 10−12 F/m
електрична константа пермеабилности вакуума.

Пример 1.4.3. Доказати да jе израз (1.176) Лоренцова инвариjанта.

Решење. Користећи (1.172) добиjамо:

∂Ψ

∂x
= ∂Ψ

∂x′
∂x′

∂x
+ ∂Ψ

∂y′
∂y′

∂x
+ ∂Ψ

∂z′
∂z′

∂x
+ ∂Ψ

∂ct′
∂ct′

∂x
= γ ∂Ψ

∂x′
− βγ ∂Ψ

∂ct′
,
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jер jе ∂y′

∂x = ∂z′

∂x = 0, а ∂x′

∂x = γ и ∂ct′

∂x = −βγ. Други парциjални извод jе извод првог извода,
па слично налазимо, редом:

∂2Ψ

∂x2
= ∂

∂x′
(∂Ψ

∂x
) ∂x

′

∂x
+ ∂

∂y′
(∂Ψ

∂x
) ∂y

′

∂x
+ ∂

∂z′
(∂Ψ

∂x
) ∂z

′

∂x
+ ∂

∂ct′
(∂Ψ

∂x
) ∂ct

′

∂x
=

= ∂

∂x′
(γ ∂Ψ

∂x′
− βγ ∂Ψ

∂ct′
) ∂x

′

∂x
+ ∂

∂ct′
(γ ∂Ψ

∂x′
− βγ ∂Ψ

∂ct′
) ∂ct

′

∂x
,

∂2Ψ

∂x2
= γ2 ∂2Ψ

∂(x′)2
− 2βγ2 ∂2Ψ

∂x′ ∂ct′
+ β2γ2 ∂2Ψ

∂(ct′)2
. (1.177)

За другу и трећу координату налазимо:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂Ψ
∂y = ∂Ψ

∂x′
∂x′

∂y +
∂Ψ
∂y′

∂y′

∂y +
∂Ψ
∂z′

∂z′

∂y +
∂Ψ
∂ct′

∂ct′

∂y = ∂Ψ
∂y′

∂Ψ
∂z = ∂Ψ

∂x′
∂x′

∂z +
∂Ψ
∂y′

∂y′

∂z +
∂Ψ
∂z′

∂z′

∂z +
∂Ψ
∂ct′

∂ct′

∂z = ∂Ψ
∂z′ ,

а затим слично и друге изводе:

∂2Ψ

∂y2
= ∂2Ψ

∂(y′)2
,

∂2Ψ

∂z2
= ∂2Ψ

∂(z′)2
. (1.178)

Истим поступком добиjамо први парциjални извод за четврту координату:

∂Ψ

∂ct
= ∂Ψ

∂x′
∂x′

∂ct
+ ∂Ψ

∂y′
∂y′

∂ct
+ ∂Ψ

∂z′
∂z′

∂ct
+ ∂Ψ

∂ct′
∂ct′

∂ct
= −βγ ∂Ψ

∂x′
+ γ ∂Ψ

∂ct′
,

jер jе ∂y′

∂ct =
∂z′

∂ct = 0, а ∂x′

∂ct = −βγ и ∂ct′

∂ct = γ. Oтуда:

∂2Ψ

∂(ct)2
= ∂

∂x′
(−βγ ∂Ψ

∂x′
+ γ ∂Ψ

∂ct′
) ∂x

′

∂ct
+ ∂

∂ct′
(−βγ ∂Ψ

∂x′
+ γ ∂Ψ

∂ct′
) ∂ct

′

∂ct

∂2Ψ

∂(ct)2
= β2γ2 ∂2Ψ

∂(x′)2
− 2βγ2 ∂2Ψ

∂x′ ∂ct′
+ γ2 ∂2Ψ

∂(ct′)2
. (1.179)

Уврштавањем и након сређивања добиjамо

∂2Ψ

∂(x′)2
+ ∂2Ψ

∂(y′)2
+ ∂2Ψ

∂(z′)2
− 1

c2

∂2Ψ

∂(t′)2
= 0, (1.180)

а то jе и требало доказати.

Проналазећи управо ову инвариjанту (1.180), Лоренц50 jе пре Аjнштаjна дошао до
трансформациjа коjе се по њему и називаjу. Међутим, он их ниjе знао протумачити.
Лоренц jе извео исправан закључак да М-М експеримент показуjе контракциjу дужина
у правцу кретања, али то ниjе видео у неком ширем контексту. Ипак, он jе развио
електромагнетну теориjу светлости, проучавао jе дифракциjу светлости у кристалима,
бинарне гасове и први jе прорачунао цепање синглета спектралних линиjа на три
компоненте у магнетном пољу. Лоренц jе 1902. године добио Нобелову награду за
физику за радове из електромагнетне теориjе светлости.

Из Лоренцових трансформациjа jе настала специjална теориjа релативности, а начин
на коjи их jе Аjнштаjн обjаснио и како jе даље тумачио jеднолико праволиниjска
кретања оставио jе даље трагове у физици.

50Hendrik Lorentz (1853-1902), холандски физичар.
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1.4.2 Ротациjе

Оно што jе и исто у различитом, у геометриjи се назива симетриjа, а у физици
законом природе. Примери геометриjских симетриjа су огледалске рефлексиjе, осне
симетриjе, централне симетриjе, транслациjа, а свака од њих се може добити неком
ротациjом. Из значаjа ротациjа у геометриjи следи њихова важност за физику.

Slika 1.31: Рефлексиjе природе на води.

Осна симетриjа тачака у равни jе пресликавање коjе конструишемо када кроз дате
тачке повучемо нормале (окомице) на осу симетриjе (праву), а затим их пренесемо на
исту удаљеност са друге стране те осе. Три тачке коjе чине троугао jедне ориjентациjе
пресликаће се осном симетриjом у три тачке коjе чине подударан троугао супротне
ориjентациjе. Зато, њихово поклапање ниjе могуће добити премештањем датог троугла
у равни симетриjе, али jе то могуће 3-Д ротациjом дате равни око њене осе симетриjе.
Слично би се огледалска симетриjа коjа леву ориjентациjу рефлектуjе у десну и обрнуто,
могла добити 4-Д ротациjом 3-Д простора око равни огледала.

Централна симетриjа у равни има jедну заjедничку тачку те равни коjа jе средиште
дужи одређеном тачкама оригинала и копиjе. Она се може добити ротациjом те равни
око централне тачке за испружен угао. Транслациjа, померање тачака за дати вектор,
може се добити помоћу две централне симетриjе, дакле са две ротациjе. Све ово се учи
у средњим школама, па о томе нећемо детаљниjе. Приметите само да због необичних
веза геометриjе са физиком ниjе изненађење да се Лоренцове трансформациjе могу
представити ротациjом.

На слици 1.32 правоугли Декартов систем координата OXY ротиран jе у истоj равни
у систем OX ′Y ′ за ориjентисани угао ϕ око исходишта. Иста тачка T те равни у два
система има координате T (x, y) и T (x′, y′). Са слике читамо:

Ox1 = Ox + xx1, Oy1 = Oy − yy1,

x′ cosϕ = x + y′ sinϕ, y′ cosϕ = y − x′ sinϕ.
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Slika 1.32: Ротациjа координата за угао ϕ.

Отуда директне и инверзне трансфомациjе:

{ x = x′ cosϕ − y′ sinϕ
y = x′ sinϕ + y′ cosϕ,

{ x′ = x cosϕ + y sinϕ
y′ = −x sinϕ + y cosϕ.

(1.181)

Ове трансформациjе можемо писати и матрично, рецимо директне:

(x
y
) = (cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ
)(x

′

y′
) , (1.182)

или краће r = R̂r′, где су компоненте вектора r и r′ и матрице ротациjе R̂ очигледне.
Узмемо ли за компоненте ових вектора Лоренцову апсцису x1 = x и временску осу

x4 = ict, добиjамо Лоренцову директну и инверзну ротациjу:

{ x1 = x′1 cosϕ − x′4 sinϕ
x4 = x′1 sinϕ + x′4 cosϕ,

{ x′1 = x1 cosϕ + x4 sinϕ
x′4 = −x1 sinϕ + x4 cosϕ.

(1.183)

Након смене ϕ = iφ, i =
√
−1 и преласка на синус и косинус хиперболни, ове обичне

постаjу хиперболне Лоренцове ротациjе:

{ x = x′ chφ − ct′ shφ
ct = −x′ shφ + ct′ chφ, { x′ = x chφ + ict shφ

ct′ = x shφ + ct chφ. (1.184)

Везе међу њима су познате релациjе између обичних и хиперболних (хиперболне, или
хиперболичне функциjе jе увео у употребу Рикати51) тригонометриjских функциjа:
sinϕ = −i sh(iϕ) и cosϕ = ch iϕ. Стављаjући x′ = x′1 = 0 налазимо брзину примованог
система у непримованом:

β = v
c
= x

ct
= ict

′ shφ

ct′ chφ
= ithφ = tgϕ. (1.185)

Веза између тангенса хиперболног (th) и обичног (tg) jе thφ = −itg (iφ) = −itgϕ, а отуда
наведено β = tgϕ .

Основне хиперболне тригонометриjске функциjе су:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

shφ = eφ−e−φ

2 chφ = eφ+e−φ

2

thφ = eφ−e−φ

eφ+e−φ
cthφ = eφ+e−φ

eφ−e−φ
.

(1.186)

51Vincenzo Riccati (1707-1775), италиjански математичар
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То су редом синус, косинус, тангенс и котангенс хиперболни. Да оне заиста доводе до
релациjа (1.184) видимо из развоjа обичних и хиперболних тригонометриjских функциjа
у Маклоренове редове:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

shφ = φ + φ3

3! +
φ5

5! +
φ7

7! + . . . , chφ = 1 + φ2

2! +
φ4

4! +
φ6

6! + . . . ,
sinϕ = ϕ − ϕ3

3! +
ϕ5

5! −
ϕ7

7! + . . . , cosϕ = 1 − ϕ2

2! +
ϕ4

4! −
ϕ6

6! + . . . ,
(1.187)

па стављаjући поменуту смену ϕ = iφ, i jе имагинарна jединица. Из дефинициjа (1.186)
лако налазимо ch2 φ − sh2 φ = 1, а затим и остале основне идентитете:

{ thφ = shφ/ chφ cthφ = chφ/ shφ

sh 2φ = 2 shφ chφ ch 2φ = ch2 φ + sh2 φ,
(1.188)

или рецимо th2φ = 2thφ/(1 + th2φ), када већ помињемо двоструке углове. Сви остали
идентитети обичне тригонометриjе такође су слични хиперболним. На пример, адиционе
формуле за збир и разлику углова хиперболних функциjа су:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

sh(x ± y) = shx ch y ± chx sh y
ch(x ± y) = chx ch y ± shx sh y
th (x ± y) = (thx ± th y)/(1 ± thx th y).

(1.189)

Ипак су видљиве и разлике.
Лоренцове трансформациjе (1.182) скупљаjу x и ct осу, за разлику од ротациjе

(1.183) код коjих угао између апсисе и ординате након ротациjе остаjе исти - прав.
На слици 1.33 видимо таj ефекат.

Slika 1.33: Лоренцове трансформациjе стишћу осе.

Када jе брзина примованог система 60 одсто брзине светлости, биће v = 1,8 × 108

m/s, односно β = v/c = 0,6. Тада jе угао ротациjе ϕ = arctg 0,6 ≈ 31○. Обе осе, x и ct, се
Лоренцовом „ротациjом“ нагињу за угао ϕ према симетрали квадранта (испрекидана
плава линиjа) са коjом би се поклопиле у случаjу да jе v = c. Догађаjи на истом
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месту покретног система O′x′ ct′ су на истоj (испрекиданоj) паралели са ct′-осом, док
се истовремени догађаjи налазе на поjединим испрекиданим паралелама са x′-осом. У
непокретном систему Oxct, догађаjи на истом месту били би на паралели са ct-осом, а
истовремени догађаjи били би на паралели са x-осом. Са слике 1.33 видимо да у два
система O и O′ нити догађаjи „на истом месту“ нити „истовремени“ нису исти.

Док систем O′ одлази, догађаjи у њему одлазе све даље у прошлост система O, али
и обрнуто, непокретни систем jе истовремен са све даљим догађаjима из прошлости
покретног система. Супротно томе, када се посматрач из система O′ приближава
посматрачу из система O они су jедан другоме у све ближоj будућности. То пре
свега значи да релативно (оно у другом систему) време протиче спориjе од сопственог,
а затим доводи до привида коjи називамо „парадокс близанаца“. Те ефекте смо већ
расправили, а и следећа своjства комплексних броjева смо такође помињали.

Ротациjе (1.181) можемо добити и помоћу комплексних броjева. Комплексан броj
z = x + iy ∈ C са своjим реалним R(z) = x и имагинарним делом I(z) = y, коjи су
реални броjеви (x, y ∈ R), у комплексноj равни представљамо тачком z са апсцисом и
ординатом, редом:

x = r cosα, y = r sinα. (1.190)

Модуо односно интензитет комплексног броjа jе реалан позитиван броj r = ∣z∣ =
√
x2 + y2.

Аргумент комплексног броjа jе угао α = ∠xOz = arctg(y/x). Када jе дат jединични
комплексни броj z0 = x0 + iy0, такав да jе ∣z0∣ = 1, при чему jе x0 = cosϕ и y0 = sinϕ, тада
jе производ:

zz0 = (x + iy)(z0 + iy0) = r(cosα + i sinα)(cosα0 + i sinα0) =

= r[(cosα cosα0 − sinα sinα0) + i(sinα cosα0 + cosα sinα0)],

zz0 = r[cos(α + α0) + i sin(α + α0)], (1.191)

где су примењене адиционе формуле за косинус и синус збира. Према томе, множење
jединичним комплексним броjем z0 = x0 + iy0 комплексног броjа z = x + iy представља
ротациjу броjа z око исходишта комплексне равни за аргумент, угао α0 = arctg(y0/x0),
броjа z0. Множењем истим z0 читава комплексна раван се ротира за исти угао α0.

Због ове адитивности аргумената комплексних броjева и познате адитивности експо-
нената при множењу степених функциjа истих база, показуjе се да важи

z = x + iy = reiα, (1.192)

где jе r =
√
x2 + y2 и tgα = y/x. Доказ се може извести развоjем експоненциjалне

функциjе (овде eiα) у Маклоренов ред. Taj иначе познати запис комплексног броjа
помоћу експоненциjалне функциjе, са базом Оjлеровим броjем e = 2,71828 . . . , баца
ново светло на овде раниjе изведене jедначине гравитационог поља (1.137). Отвара се
могућност посматрања гравитационог поља као непрекидног простора мноштва малих
(инфинитезималних) инерциjалних система координата аналогних Лоренцовим.

Уместо читавих координатних оса x и ct, користићемо њихове мале (инфинитези-
малне) делове dx и cdt, при чему ћемо Лоренцову „апсцису“, аналогиjу правца кретања
специjалне релативности, постављати увек радиjално у правцу гравитационог поља.
Зато ћемо таj правац означавати другачиjе, рецимо са dr уместо dx. Друге координате,
попут dϕ и dθ коjе су у случаjу сферног система Orϕθ окомите на правац простирања
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гравитационог поља, гравитациjа неће деформисати. Наиме, када би све координате
биле jеднако измењене, резултат деловања на равни био би опет равни Еуклидов простор
у коjем нема гравитационе силе. Са друге стране, ова несиметрична, радиjална промена,
биће узроком и познатог гравитационог ефекта бочног стискања тела, окомито на
радиjалне силнице поља.

Овде подразумевамо сферне координате као на слици 1.34. Ако их будемо означавали
ковариjантним (доњим) индексима, биће у редоследу x1 = r, x2 = ϕ и x3 = θ, са
придруженом временском координатом x4 = ict, где jе i имагинарна jединица, а c брзина
светлости. Исти jе редослед и у случаjу означавања контравариjантним (горњим)
индексима xµ, µ = 1,2,3,4.

Slika 1.34: Сферне координате Orϕθ.

Са слике се види r = OB, а затим:

{ x = OA cosϕ, OA = r sin θ,

y = OA sinϕ, z = r cos θ,
(1.193)

затим лако налазимо трансформациjе:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = r cosϕ sin θ
y = r sinϕ sin θ
z = r cos θ,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

r =
√
x2 + y2 + z2

ϕ = arctg y
x

θ = arccos zr .

(1.194)

Деривациjе ових координата су:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dx = cosϕ sin θ dr − r sinϕ sin θ dϕ + r cosϕ cos θ dθ
dy = sinϕ sin θ dr + r cosϕ sin θ dϕ + r sinϕ cos θ dθ
dz = cos θ dr − r sin θ dθ,

(1.195)

па квадрирањем и уврштавањем (сабирањем) у одговараjући релативистички израз
(1.175), након сређивања добиjамо

ds2 = dr2 + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2 − c2dt2. (1.196)

То jе релативистички интервал за инфинитезимале у сферним координатама Orϕθ за
равни простор-време.

Подсетимо се да се анализом вертикалног пада (1.128) може добити метрика

ds2 = e2GM/rc2 dr2 + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2 − e−2GM/rc2 c2dt2, (1.197)
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а затим апроксимациjом израз

ds2 = (1 − 2GM

rc2
)
−1

dr2 + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2 − (1 − 2GM

rc2
) c2dt2, (1.198)

коjи jе jеднак Шварцшилдовоj метрици (1.137). Уопште, гравитационо поље у датоj
тачки у датом тренутку делуjе силом коjа jе вектор и коjа присиљава дато тело на
„слободан пад“. Ако у тоj тачки поставимо инфинитезимални систем координанта тако
да r-оса има правац деjства силе, онда можемо посматрати (променљиву) раван Or ct
унутар коjе ће важити трансформациjе аналогне Лоренцовим. То следи из симетриjа за
коjе очекуjемо да ће се из геометриjе пренети у физику. То jе нова идеjа коjу потврђуjе
следећа теорема.

Подразумевамо сферни систем координата Orϕθ са центром гравитациjе у исходи-
шту, а посматрамо централно симетрично поље, па ће евентуална два таква система
имати исте углове ϕ и θ.

Теорема 1.4.4. Дате су трансформациjе диференциjала

{ dr = χdr′ + iγ−1
√

1 − γ2χ2 cdt′

cdt = iγ
√

1 − γ2χ2 dr′ + γ2χcdt′,
(1.199)

где jе i имагинарна jединица, γ = (1 − 2GM/rc2)−1/2, а χ ∈ C произвољан параметар.
Показати да су то опште трансформациjе коjе метрику гравитациjе (1.198) преводе
у инерциjалну метрику (1.196).

Доказ. Игноришемо координате коjе не утичу на резултат (dϕ = dϕ′ и dθ = dθ′) и
полазимо од система:

{ dr = αrr dr′ + αrt cdt′
cdt = αtr dr′ + αtt cdt′,

(1.200)

где αmn зависе само од r. Сменом у скраћени израз (1.198) добиjамо:

ds2 = γ2 dr2 − γ−2 c2dt2 =

= γ2(αrr dr′ + αrt cdt′)2 − γ−2(αtr dr′ + αtt cdt′)2

= (γ2α2
rr − γ−2α2

tr)dr′2 + 2(γ2αrrαrt − γ−2αtrαtt)dr′ cdt′ + (γ2α2
rt − γ−2α2

tt) c2dt′2.

Изjедначаваjући оваj интервал са dr′2 − c2dt′2 добиjамо систем jедначина:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

γ2α2
rr − γ−2α2

tr = 1,
γ2αrrαrt − γ−2αtrαtt = 0,
γ2α2

rt − γ−2α2
tt = −1.

То су три jедначине са четири непознате алфе што значи да имамо произвољан параметар,
нека jе то αrr = χ ∈ C. Из прве jедначине следи αtr = ±iγ

√
1 − γ2χ2. Из треће jедначине

добиjамо αrt = ±iγ−1
√

1 − γ−2α2
tt, што уврштено у средњу даjе, редом:

γ2χ(±iγ−1
√

1 − γ−2α2
tt) − γ

−2(±iγ
√

1 − γ2χ2)αtt = 0,

γχ
√

1 − γ−2α2
tt = γ

−1αtt
√

1 − γ2χ2,
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χ2(γ2 − α2
tt) = α2

tt(γ−2 − χ2),

χ2γ2 = α2
ttγ

−2,

одакле следи αtt = ±γ2χ и αrt = ±iγ−1
√

1 − γ2χ2. Када узмемо само горње предзнаке,
добиjамо тражени систем.

Било jе скептичних око овог резултата, да се равна (псеудо еуклидска) метрика
простор-времена Минковског може тек тако превести у метрику закривљеног простора
гравитациjе, па наводим jош обjашњења.

Када боље погледамо трансформациjе (1.200) видимо да множењем прве са γ а
друге са iγ−1 добиjамо:

{ γ dr = γχdr′ +
√

1 − γ2χ2 icdt′

γ−1 icdt = −
√

1 − γ2χ2 dr′ + γχ icdt′.
(1.201)

Сменом dy1 = γdr, dy4 = γ−1icdt и dx1 = dr′, dx4 = icdt, затим:

cosϕ = γχ, sinϕ =
√

1 − γ2χ2. (1.202)

оне постаjу обичне ротациjе, jер jе

{ dy1 = cosϕdx1 + sinϕdx4,
dy4 = − sinϕdx1 + cosϕdx4.

(1.203)

Сменом dy0 = γ−1cdt, dx0 = cdt и ϕ = iφ добиjамо

{ dy1 = chφdx1 + shφdx0,
dy0 = shφdx1 + chφdx0,

(1.204)

а то су хиперболне ротациjе, односно Лоренцове трансформациjе. Свакако jе

ds2 = (γdr)2 − (γ−1cdt)2 = (dr′)2 − (cdt′)2, (1.205)

где jе γ = 1/
√

1 − 2GM/rc2 узето из (1.198), али би оно могло бити узето и из (1.197)
или неке друге сличне метрике.

Да би хиперболне трансформациjе (1.202) биле „реалне“ (еквивалент Лоренцовим)
довољно jе ∣γχ∣ ≤ 1. Тада из (1.204) и β = ithφ добиjамо

γχ = 1√
1 − β2

, β = v
c
, (1.206)

што открива природу другог коефициjента (χ). То jе броj без димензиjа коjи одређуjе
почетну брзину тела у слободном паду у гравитационом пољу. Другачиjе речено, броj
χ дефинише висину са коjе jе дато тело почело падати.

На пример, у случаjу нулте почетне брзине у бесконачности (v → 0 када r → ∞),
из ma = Fg израчунавамо v2 = 2GM/r, а отуда γχ = 1. Трансформациjе (1.199) постаjу
γ dr = dr′ и γ−1cdt = cdt′ што значи да сопствене вредности dr0 = dr′ и dt0 = dt′ тачака у
мировању даjу:

dr = dr0

√
1 − 2GM

rc2
, dt = dt0√

1 − 2GM
rc2

(1.207)
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релативно у односу на падаjуће тело. А таj резултат jе познат.
Симетриjа релативистичког интервала (1.205) указуjе на могуће формалне замене

r са ict. Без обзира колико она била чудна, било би површно на њу гледати рецимо са
подсмехом и не испитати могућности замена просторних координата временским. На
такву инверзиjу указуjу и трансформациjе (1.201) или (1.199). Али она ниjе тема ове
већ следеће свеске.

1.4.3 Кватерниони

Знамо да jе скуп реалних броjева подскуп скупа комплексних броjева (R ⊂ C) и да
jе скуп комплексних броjева довољан за решење сваке полиномске jедначине (основна
теорема алгебре). На таj начин, због немогућности тачних решења у реалном, разумели
смо потребу квантне механике за комплексним броjевима. Онима коjи веруjу у дубље
везе математике и физике ово jе могао бити повод да откриjу математику квантног
света, онакву каква jе.

Са овом књигом сам на сличноj прекретници. Анализа димензиjа простор-времена
доказуjе да их има више од четири, тачниjе да временских димензиjа има онолико
колико има нама познатих просторних, па се поставља питање математичког апарата
коjи би их све (углавном) могао описивати. Тема овог поднаслова jе да нас подсети да
такав апарат заиста и постоjи.

Jедна од jедноставниjих надградњи скупа комплексних броjева jе скуп матрица типа
2 × 2. Jединична матрица jе

Î = (1 0
0 1

) . (1.208)

Као што знамо, она jе jедина неутрална при множењу других матрица тако да за сваку
матрицу Â (истог типа) важи ÎÂ = ÂÎ = Â. Остале основне матрице поделићемо у две
групе, према предзнаку на десноj страни квадратне jеднакости:

σ̂2 = ±Î . (1.209)

Решавањем ове jедначине за предзнак плус (+) добиjамо Паулиjеве52 матрице:

σ̂1 = (0 1
1 0

) , σ̂2 = (0 −i
i 0

) , σ̂3 = (1 0
0 −1

) . (1.210)

Решавањем горње jедначине за предзнак минус (−) добиjамо кватернионе:

σ̂4 = (i 0
0 −i) , σ̂5 = ( 0 1

−1 0
) , σ̂6 = (0 i

i 0
) . (1.211)

Матрице су нумерисане тако да jе:

{ σ̂1σ̂2 = iσ̂3 σ̂2σ̂3 = iσ̂1 σ̂3σ̂1 = iσ̂2

σ̂4σ̂5 = σ̂6 σ̂5σ̂6 = σ̂4 σ̂6σ̂4 = σ̂5,
(1.212)

где jе i имагинарна jединица. Поред тога jе

σ̂3σ̂4 = σ̂6σ̂1 = iÎ. (1.213)
52Wolfgang Pauli (1900-1958), аустриjско-шваjцарско-амерички теориjски физичар.
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Иначе, множење матрица ниjе комутативно.
Поред уобичаjене употребе ових матрица, Паулиjевих придружених спину фермиона

а свих шест за представљање ротациjа, матрице кватерниона можемо употребити и за
разликовање различитих имагинарних димензиjа времена.

Jединична матрица заjедно са три Паулиjеве (или кватернионске) чини комплетан
скуп матрица типа 2 × 2. То значи да за произвољну матрицу Â постоjе jединствена
четири броjа x, y, u, v таква да jе

xσ̂m + yσ̂n + uσ̂p + vÎ = Â, (1.214)

када су m,n, p редом индекси 1, 2 и 3 или су индекси 4, 5 и 6. Такве четири матрице
могу да чине базу 4-Д векторског простора. Са друге стране то значи да се помоћу саме
три матрице Паулиjа (или кватерниона) не може линеарним операциjама (вишеструким
сабирањима) добити jединична матрица.

Пример 1.4.5. Показати да Паулиjеве матрице са jединичном чине потпуни скуп.

Решење. Полазимо од (1.213):

xσ̂1 + yσ̂2 + uσ̂3 + vÎ = Â,

x(0 1
1 0

) + y (0 −i
i 0

) + u(1 0
0 −1

) + v (1 0
0 1

) = (a b
c d

) ,

( u + v x − iy
x + iy −u + v) = (a b

c d
) ,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u + v = a
x − iy = b
x + iy = c
−u + v = d,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = b+c
2

y = i b−c2

u = a−d
2

v = a+d
2 .

Према томе, за произвољне унапред дате броjеве a, b, c, d увек постоjе jединствени
броjеви x, y, u, v, а то jе оно што jе требало показати.

Пример 1.4.6. Показати да кватерниони са jединичном матрицом чине потпуни
скуп.

Решење. Користећи претходно, добиjамо редом:

xσ̂4 + yσ̂5 + uσ̂6 + vÎ = Â,

x(i 0
0 −i) + y (

0 1
−1 0

) + u(0 i
i 0

) + v (1 0
0 1

) = (a b
c d

) ,

( ix + v y + iu
−y + iu −ix + v) = (a b

c d
) ,

(x y
u v

) = (−i
a−d

2
b−c
2

−i b+c2
a+d

2

) .

За произвољне дате броjеве a, b, c, d постоjе jединствени x, y, u, v, што jе и требало
показати.
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Формално 4-Д простор-време се може добити и са три Паулиjеве матрице плус σ̂4,
односно са три Паулиjеве и линеарном комбинациjом кватерниона коjа мора садржавати
σ̂4. Такву комбинациjу кватерниона означимо са σ̂0 и назовимо временском димензиjом.
Због обавезног присуства σ̂4, а необавезних σ̂5 и σ̂6, након избора Паулиjевих матрица
за базу простора, видимо да постоjи извесна несиметриjа у избору матрица кватерниона
као временских димензиjа. Штавише, у обрнутом случаjу, када бисмо бирали матрице
кватерниона за базу простора, за четврту, временску димензиjу могли бисмо узети само
jединичну матрицу.

Било коjи пар, од jедне матрице кватерниона и jедне од преостале четири, добро
репрезентуjе скуп комплексних броjева C. Комплексан броj z = x+iy, где су x и y реални
броjеви, можемо представити тачком са координатама (x, y) у Декартовом систему.
Апсцису (x-осу) тада чине реални делови комплексних броjева, а ординату (y-осу)
имагинарни. Скуп свих комплексних броjева C тако постаjе скуп тачака комплексне
равни C. Оваква репрезентациjа се види на слици 1.35.

Slika 1.35: Комплексна раван C.

Помоћу ове слике смо разумели обичне ротациjе, а сада ту причу настављамо мало
детаљниjе. Удаљеност од исходишта O до комплексног броjа z, тачке z, jе модуо
комплексног броjа z коjи jе реалан броj ∣z∣. Угао између позитивног смера реалне
осе (апсцисе) и ориjентисане дужи Oz jе аргумент комплексног броjа z коjи jе реалан
броj arg(z). Са слике 1.35 лако читамо:

∣z∣ =
√
x2 + y2 = ρ, arg(z) = arctg

y

x
= α. (1.215)

Обрнуте трансформациjе су:

x = ρ cosα, y = ρ sinα. (1.216)

Према томе, комплексни броj z = x + iy можемо писати:

z = ρ(cosα + i sinα). (1.217)

То jе репрезентациjа броjа z у поларним координатама.

Теорема 1.4.7. За све комплексне броjеве z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 важи:
1. z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2);
2. ∣z1z2∣ = ∣z1∣∣z2∣;
3. arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2).
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Доказ. 1. Непосредним множењем, због закона дистрибуциjе, добиjамо:

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 − y1y2,

одакле због закона комутациjе, груписањем сабирака следи тражена jеднакост.
2. Из претходног израза налазимо:

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2) = ρ(
x1x2 − y1y2

ρ
+ ix1y2 + y1x2

ρ
) , (1.218)

где jе ρ =
√

(x1x2 − y1y2)2 + (x1y2 + y1x2)2. Приметимо да jе

(x1x2 − y1y2

ρ
)

2

+ (x1y2 + y1x2

ρ
)

2

= 1,

што значи да jе ρ = ∣z1z2∣, а разломци су (x1x2 − y1y2)/ρ = cosα и (x1y2 + y1x2)/ρ = sinα,
где jе α = arg(z1z2).

3. Покажимо да jе угао α збир углова α1 = arg(z1) и α2 = arg(z2). Из:

z1 = x1 + iy1 =
√
x2

1 + y2
1

⎛
⎝

x1√
x2

1 + y2
1

+ i y1√
x2

1 + y2
1

⎞
⎠
, (1.219)

следи да постоjи угао α1 такав да jе:

cosα1 =
x1

ρ1
, sinα2 =

y1

ρ1
, ρ1 =

√
x2

1 + y2
1, (1.220)

jер jе cos2 α1 + sin2 α1 = 1. Слично налазимо за z2. Након тога користимо иначе познате
адиционе формуле тригонометриjе:

cos(α1 + α2) = cosα1 cosα2 − sinα1 sinα2

= x1x2

ρ1ρ2
− y1y2

ρ1ρ2
= x1x2 − y1y2√

x2
1 + y2

1

√
x2

2 + y2
2

= x1x2 − y1y2√
x2

1x
2
2 + x2

1y
2
2 + y2

1x
2
2 + y2

1y
2
2

= x1x2 − y1y2√
(x2

1x
2
2 − 2x1x2y1y2 + y2

1y
2
2) + (x2

1y
2
2 + 2x1x2y1y2 + y2

1x
2
2)

= x1x2 − y1y2√
(x1x2 − y1y2)2 + (x1y2 + x2y1)2

= x1x2 − y1y2

ρ
,

cos(α1 + α2) = cosα.

Такође налазимо sin(α1 + α2) = sinα1 cosα2 + cosα1 sinα2 = sinα.

То су били помало необични докази иначе познатих ставова. Такође jе неуобичаjен
и доказ следеће теореме.

Заменом i → −i комплексни броj z = x + iy мењамо у њему конjугован z̄ = x − iy. У
комплексноj равни, конjуговано комплексни броjеви z и z̄ су осно симетрични у односу
на реалну осу, као што се види на слици 1.35.
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Теорема 1.4.8. За све комплексне броjеве z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 важи:
1. z̄1z2 = (x1x2 + y1y2) + i(x1y2 − y1x2);
2. R(z̄1z2) = ∣z1∣∣z2∣ cosβ;
3. I(z̄1z2) = ∣z1∣∣z2∣ sinβ;

где jе β = ∠z1Oz2 угао између ориjентисаних дужи Oz1 и Oz2.

Доказ. 1. Следи сменом y1 → −y1 из претходне, став 1. теорема 1.4.7.
2. Применимо косинусну теорему на троугао Oz1z2:

∣z1 − z2∣2 = ∣z1∣2 + ∣z2∣2 − 2∣z1∣∣z2∣ cosβ.

Отуда:

∣z1∣∣z2∣ cosβ = 1

2
(∣z1∣2 + ∣z2∣2 − ∣z1 − z2∣2) =

= 1

2
[(x2

1 + y2
1) + (x2

2 + y2
2) − (x1 − x2)2 − (y1 − y2)2]

= 1

2
[2x1x2 + 2y1y2] =R(z̄1z2),

∣z1∣∣z2∣ cosβ =R(z̄1z2),

што jе и требало доказати.
3. Користимо тригонометриjски идентитет cos2 β + sin2 β = 1, односно:

∣z1∣2∣z2∣2 sin2 β = ∣z1∣2∣z2∣2 − ∣z1∣2∣z2∣2 cos2 β =

= (x2
1 + y2

1)(x2
2 + y2

2) − (x1x2 + y1y2)2

= x2
1y

2
2 − 2x1x2y1y2 + y2

1x
2
2

= (x1y2 − y1x2)2 = I2(z̄1z2),

∣z1∣∣z2∣ sinβ = I(z̄1z2),

што jе и тражено.

У аналогиjи са векторима, можемо дефинисати скаларни производ и интензитет
векторског производa датих комплексних броjева, изразима:

z1 ⋅ z2 =R(z̄1z2), ∣z1 × z2∣ = I(z̄1z2). (1.221)

Овим дефинициjама доследно придружимо дефинициjе53 сложеног збира и сложене
разлике комплексних броjева, редом:

z1 ⊕ z2 =
1

2
(z̄1z2 + z1z̄2), z1 ⊖ z2 =

1

2
(z̄1z2 − z1z̄2), (1.222)

за коjе jе лако проверити да важе jеднакости:

z1 ⊕ z2 =R(z̄1z2), z1 ⊖ z2 = iI(z̄1z2). (1.223)

Први израз (збир) подсећа на „реални производ” комплексних броjева (тj. скаларни
производ) из математичке литературе, али у књизи [1] се може видети да у општем
случаjу (коjи се иначе подразумева) то ниjе тачно.

53Називи коjе сам привремено користио.
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1.5 Мишљења

Сирову верзиjу текста књиге веома су побољшали лектори и рецензенти наведени
на почетку. Та jе помоћ била значаjна и много већа од очекиване, па им се и овом
приликом захваљуjем. Следе њихове изjаве и мишљења на краjу.

Драгана Галић

Ова књига повезуjе математику, физику, хемиjу и филозофиjу. Спомињу се неке
идеjе коjе чуjем по први пут, а коjе су тачно математички доказане.

Шта нам то говори?
Да jе аутор вероватно на добром путу ка нечем новом, неистраженом ...
Књигу могу користити студенти природних и техничких наука, професори и сви

они коjи се желе упознати са примjеном математике у другим наукама.
Мислим да ће читаоци уживати, срећно!

Драгана Галић, проф. математике,
Гимназиjа Бања Лука, 6. jун 2017.

Александра Радић

Док се у физици многи темељни поjмови и поjаве подразумеваjу, а уз то многи jош
увек нису разjашњени, у овоj књизи нам jе дат нови начин обjашњења неких од њих,
коjи се великим делом уклапа у већ солидне темеље области попут термодинамике и
теориjе релативности, али им даjе и нову димензиjу и неочекиване новитете.

Шта jе информациjа и како настаjе, коjа jе њена веза са простор-временом, као и
неизвесношћу догађаjа око нас и ентропиjом - само су неки од одговора коjе ћемо на
занимљив и поучан начин открити у овоj књизи.

Занимљиво jе примећена поjава „шкртости” природе на информациjама, коjа заjедно
са принципом ентропиjе и вероватноће логички поjашњава загонетне поjаве попут
Максвеловог демона и Шредингерове мачке, али и интеракциjа честица и ширење
васионе.

Неизвесност - непознато и информациjа - познато, прво прелази у друго, а док
природа преферира оно прво, вероватноћа указуjе на оно друго, али постоjе правила
коjа то регулишу, а она су да jе њихова укупност константа у васиони. Међутим, као
и много тога, и то jе релативно. Свако другачиjе перцепира исту информациjу, из свог
положаjа.

Jош само неке од занимљивости у термодинамици, али и механици, гравитациjи,
космологиjи, коjи проистичу из ових тумачења природе jе и природа притиска (али
и компоненти силе) и топлоте коjа се ставља под лупу у добро познатим примерима
њене демонстрациjе и баца нову светлост на релативност ових величина и поjава. Сва
прича се на краjу везуjе у кохерентну цjелину, коjа обjедињуjе многе области физике,
у многим погледима на, нов, али елегантан и сасвим логичан начин.

Александра Радић, проф. физике,
Гимназиjа Бања Лука, 13. jун 2017.
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Зоран Раjилић

Аутор, коjи прилично добро разумиjе физику, сагледава jединство природних поjава
кроз вjероватноћу, информациjу и ентропиjу. Ипак оваj текст доживљавам више као
умjетност него као науку.

Гледано строго из угла физике, врло jе тешко пратити честе прелазе из подручjа
у подручjе. Рецимо на странама где се обjашњава Максвелов демон, Шредингерова
мачка, Фаjнманов диjаграм. Требало би у тексту пажљивиjе изградити повезнице тих
врло различитих тема.

др Зоран Раjилић
катедра физике

ПМФ Бања Лука, 23. jуни 2017.

* * *

Следеће запажање, мог колеге информатичара Душка Милинчића, толико jе опши-
рно колико jе и актуелно да сам га морао навести у потпуности. Оно разматра основну
идеjу ове књиге, обjективну случаjност, обjашњаваjући jе као аксиому, дакле као нешто
што се не може нити доказати нити оспорити, те због чега jе разрада исте хитезе у
изложеноj физици на граници (математичке) фантастике. Међутим, исто показуjе да
jе и она друга физика коjа полази од не прихватања обjективне случаjности, данас
прихваћена, такође фантастична.

О случаjности

Читав концепт физике коjу аутор промовише у свом раду заснива се на ономе што
он назива принцип вjероватноће као и на поjму обjективне случаjности. Ауторова
логика ми изгледа беспрекорна, мада признаjем да нисам сасвим начисто са поjмом
обjективне случаjности. Зато бих овдjе покушао да изнесем неке ставове о самом
поjму случаjности, наравно не моjе него аутора коjег данас многи сматраjу наjвећим
ауторитетом на том пољу истраживања. То jе Грегори Чеjтин (Gregory Chaitin), амери-
чки математичар, а детаљниjе податке о њему заинтересовани могу наћи на Википедиjи.

Од многоброjних Чеjтинових дjела одлучио сам се да овдjе представим рад „Случа-
jност и математички доказ“ обjављен 1975. год. Треба напоменути да оно чиме се
Чеjтин заправо бави у скоро свим своjим радовима jесте истраживање онога што он
зове „границе математике“.

Рад почиње сљедећим риjечима издвоjеним као мото: „Иако се случаjност може
прецизно дефинисати и чак мjерити, за неки дати броj се не може доказати да jе
случаjан. Ова енигма успоставља границе онога што jе могуће у математици.“

Свако има неку интуитивну представу о томе шта jе случаjан броj. Напр. погледаjмо
два низа бинарних цифара:

01010101010101010101
01101100110111100010

Први jе очигледно конструисан по jедноставном правилу; састоjи се од броjа 01 поно-
вљеног десет пута. Ако би неко нагађао како би се низ могао наставити, могао би са
великом увjереношћу предвидjети да ће сљедеће двиjе цифре бити 0 и 1. Разматрање
другог низа цифара не даjе никакав свеобухватан образац. Нема очигледног правила
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коjе управља формирањем броjа и нема рационалног начина да се претпоставе сљедеће
цифре. Поредак изгледа насумичан; другим риjечима, секвенца изгледа као случаjно
ређање нула и jединица.

Други низ бинарних цифара jе генерисан бацањем новчића 20 пута и писањем
1 ако jе исход „глава“ и 0 ако jе „писмо“. Бацање новчића jе класична процедура
произвођења случаjног броjа, и могло би се помислити да управо такво пориjекло низа
потврђуjе да jе он случаjан. Али то ниjе тако. Бацање новчића 20 пута може произвести
било коjи од 220 (мало више од милион) бинарних низова, и сваки од њих има тачно
исту вjероватноћу. Стога не би требало бити веће изненађење ако се добиjе низ са
неким очигледним обрасцем него ако се добиjе неки низ коjи изгледа случаjан; сваки
представља догађаj са вjероватноћом 2−20. Ако пориjекло пробабилистичког догађаjа
чини jедини критериjум случаjности, тада се оба низа мораjу сматрати случаjним,
а наравно и сви остали, пошто исти механизам може генерисати све могуће низове.
Овакав закључак ниjе од помоћи у разликовању случаjног од уређеног.

Jасно jе да jе потребна осjетљивиjа дефинициjа случаjности, каква неће противриjе-
чити интуитивном концепту броjа „без обрасца“. Таква дефинициjа jе развиjена релати-
вно недавно, 60-тих година прошлог виjека. Она не узима у обзир пориjекло броjа него
зависи искључиво од карактеристика секвенце цифара. Нова дефинициjа омогућава
нам да опишемо особине случаjног броjа прецизниjе него што jе раниjе било могуће и
успоставља хиjерархиjу степена случаjности. Од могућности ове дефинициjе можда су
jош од већег интереса њена ограничења. Посебно, дефинициjа не може помоћи да се
одреди, осим у врло специjалним случаjевима, да ли jе или ниjе дати низ цифара, као
што jе наш други низ, стварно случаjан или само изгледа случаjан. Ово ограничење
ниjе неки пропуст у дефинициjи; то jе посљедица суптилне али фундаменталне анома-
лиjе у темељима математике. Оно jе блиско повезано са чувеном теоремом коjу jе
поставио и доказао Курт Гедел 1931 године, а коjа jе постала позната као Геделова
теорема о некомплетности. И та теорема и новиjа открића коjа се тичу природе
случаjности помажу да се дефинишу границе коjе ограничаваjу извjесне математичке
методе.

Алгоритамска дефинициjа
Нова дефинициjа случаjности има своjе пориjекло у теориjи информациjа, науци

коjа се развила углавном послиjе другог свjетског рата, а коjа проучава пренос порука.
Претпоставимо да желимо неком послати поруку коjа ће садржавати таблице вриjедно-
сти тригонометриjских функциjа. Можемо jедноставно превести броjеве у одговараjући
код (напримjер бинарне броjеве) и послати их директно, али и наjскромниjе таблице тих
функциjа имаjу неколико хиљада цифара. Много jедноставниjи начин да прослиjедимо
исту информациjу био би да пренесемо инструкциjе за израчунавање тих таблица из
одговараjућих тригонометриjских формула, као што jе Оjлерова jедначина

eix = cosx + i sinx.

Таква порука може бити релативно кратка, али у њоj ће бити садржане све информациjе
коjе би се налазиле чак и у наjвећим таблицама.

Претпоставимо, са друге стране, да желимо прениjети информациjе о напр. фудбалу.
Неко жели да зна резултате свих утакмица прве лиге у посљедњих неколико децениjа. У
том случаjу краjње jе невjероватно да постоjи нека формула коjа би могла да компримуjе
информациjе у кратку поруку; у таквом низу броjева свака цифра jе у суштини незави-
сна jединица информациjе, и не може се предвидjети ни помоћу сусjедних цифара
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ни помоћу неког правила. Не постоjи никаква алтернатива преношењу читаве листе
резултата.

У ове две чудне поруке налази се клица нове дефинициjе случаjности. Она jе
заснована на запажању да информациjа садржана у случаjном низу броjева не може
бити „компримована“, или сведена на компактниjу форму. При формулисању стварне
дефинициjе пожељно jе да посматрамо комуникациjу не са човjеком већ са дигиталним
рачунаром. Човjек може имати способности да извлачи закључке о броjевима или да
конструише низове од дjелимичне информациjе или на основу магловитих инструкциjа.
Рачунар нема те способности и за нашу сврху таj недостатак jе предност. Инструкциjе
дате рачунару мораjу бити комплетне и експлицитне, и мораjу му омогућити да ради
корак по корак без захтjева да разумиjе резултат било ког диjела операциjа коjе изводи.
Такав скуп инструкциjа jе алгоритам. Од њега се може тражити да изведе било
коjи коначан броj механичких манипулациjа броjевима, али се не може тражити да
просуђуjе о њиховом значењу.

Дефинициjа такође захтиjева да буде могуће мjерење информационог садржаjа
поруке на неки прецизан начин. Фундаментална jединица информациjе jе „бит“, кога
можемо дефинисати као наjмању jединицу информациjе коjа jе у стању да индицира
избор између две jеднако вjероватне ствари. У бинарноj нотациjи jедан бит jе еквивале-
нтан jедноj цифри, 0 или 1.

Сада смо у стању да прецизниjе опишемо разлике између два низа цифара са
почетка овог текста:

01010101010101010101
01101100110111100010

Први се може специфицирати рачунару помоћу врло jедноставног алгоритма, напри-
мjер „Испиши 01 десет пута“. Ако би низ био проширен по истом правилу, алгоритам
би био само мало већи; напримjер „Испиши 01 милион пута“. Броj бита у таквом
алгоритму jе мали дио броjа бита у низу коjи специфицира, а како се низ повећава
величина алгоритма (програма) расте много спориjе.

За други низ цифара нема одговараjуће пречице. Наjекономичниjи начин да се
изрази таj низ jе да се испише у цjелини, а наjкраћи алгоритам за уношење низа у
рачунар био би „Испиши 01101100110111100010“. Ако би низ био много дужи (али jош
увиjек очигледно без обрасца), алгоритам би морао бити проширен до одговараjуће
дужине. Ова „нестишљивост“ jе особина свих случаjних броjева. Сада можемо директно
наставити да дефинишемо случаjност у смислу нестишљивости: Низ броjева jе случаjан
ако наjмањи алгоритам коjи jе у стању да таj низ специфицира рачунару има исти (или
скоро исти) броj бита информациjе као и сам низ.

Ову дефинициjу су независно предложили око 1965. године А.Н. Колмогоров из
Академиjе наука Совjетског Савеза и Грегори Чеjтин коjи jе тада био студент на City
College-у у Њуjорку. Ниjедан од њих двоjице тада ниjе знао за сличан приjедлог коjи jе
1960. године дао Реj Соломонов (Ray J. Solomonoff) из Zator Company покушаваjући да
измjери jедноставност научних теориjа. Наредних година настављена су истраживања
значења случаjности. Изворне формулациjе су побољшане и исправност тог приступа
jе снажно потврђена.

Модел индуктивне методе
Алгоритамска дефинициjа случаjности поставља нове темеље теориjе вjероватноће.

Она ни у ком случаjу не потискуjе класичну теориjу вjероватноће, коjа jе заснована
на ансамблу могућности гдjе jе свакоj могућности додиjељена вjероватноћа. Заправо,
алгоритамски приступ jе комплементаран методу ансамбла тако што даjе прецизно
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значење концептима коjи су били интуитивно привлачни али нису могли бити формално
прихваћени.

Класична теориjа вjероватноће, коjа потиче из 17-ог виjека, остаjе и данас од велике
практичне важности. Она чини темељ статистике, а примjењуjе се и у многим другим
областима науке и технике. Алгоритамска теориjа такође има важне импликациjе, али
су оне првенствено теориjске. Овдjе jе област од наjвећег интереса проширење Геделове
теореме о некомплетности. Друга примjена (коjа jе заправо претходила формулациjи
саме теориjе) jе у Соломоновљевом моделу научне индукциjе.

Соломонов jе представио научне опсервациjе као низ бинарних цифара. Научник
тежи да обjасни ове опсервациjе преко неке теориjе, што се може посматрати као неки
алгоритам коjи jе у стању да генерише таj низ и да га прошири, тj. да предвиди будуће
опсервациjе. За сваки дати низ опсервациjа увиjек постоjи неколико теориjа коjе се
„такмиче“ jедна с другом, а научник мора изабрати jедну од њих. Оваj модел захтиjева
да наjмањи алгоритам, онаj коjи се састоjи од наjмање бита, буде изабран. Речено на
други начин, ово правило jе слично формулациjи Окамове (Occam) бритве: Ако имамо
више теориjа очигледно jеднаке вриjедности, преферирамо наjjедноставниjу.

Стога, у Соломоновљевом моделу, теориjа коjа нам омогућуjе да схватимо неки низ
опсервациjа се види као мали рачунарски програм коjи репродукуjе опсервациjе и даjе
предвиђања о могућим будућим опсервациjама. Што jе програм мањи, то jе теориjа
свеобухватниjа и већи jе степен разумиjевања. Опсервациjе коjе су случаjне не могу
се репродуковати помоћу малог програма и стога се не могу обjаснити помоћу теориjе.
Поред тога, будуће понашање случаjног система се не може предвидjети. За случаjне
податке, наjкомпактниjи начин за неког научника да саопшти своjе опсервациjе jесте
да их обjави у њиховоj цjелини.

Избор одређеног рачунара можемо сматрати небитним питањем, па стога за наша
израчунавања можемо изабрати идеални рачунар. За њега претпостављамо да има
неограничен капацитет мемориjе и неограничено вриjеме да заврши своjа израчунавања.
Улаз и излаз из рачунара су у форми бинарних цифара. Машина почиње да ради чим
jоj се да програм, и наставља да ради док не заврши исписивање бинарног низа коjи jе
резултат. Машина се затим зауставља. Уколико нема грешке у програму, рачунар ће
произвести тачно jедан излаз за сваки дати програм.

Минимални програми и комплексност
Било коjи низ броjева може се генерисати помоћу бесконачног броjа алгоритама.

Међутим, од наjвећег интереса су они наjмањи коjи ће произвести дати нумерички
низ. Наjмањи програми се називаjу минимални програми; за дати низ може постоjати
jедан минимални програм или их може бити више.

Било коjи минимални програм jе нужно случаjан, без обзира да ли jе низ коjег
генерише случаjан или не. Оваj закључак jе директан резултат начина на коjи смо
дефинисали случаjност. Посматраjмо програм P , коjи jе минимални програм за низ
цифара S. Ако претпоставимо да P ниjе случаjан, тада по дефинициjи мора постоjати
други програм, P ′, значаjно мањи од P коjи ће га генерисати. Тада можемо произвести
S помоћу сљедећег алгоритма: „Из P ′ израчунаj P , затим из P израчунаj S“. Оваj
програм jе само неколико бита дужи од P ′, и стога мора бити значаjно краћи од P . P
дакле ниjе минимални програм.

Минимални програм jе блиско повезан са другим фундаменталним концептом алго-
ритамске теориjе случаjности: концептом комплексности. Комплексност низа цифара
jе броj бита коjи се мораjу убацити у рачунар да би се добио изворни низ као излаз.
Комплексност jе дакле jеднака величини у битима минималних програма низа. Пошто
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смо увели оваj концепт, сада можемо поново изрећи нашу дефинициjу случаjности
на ригорозниjи начин: Случаjан низ цифара jе онаj чиjа комплексност jе приближно
jеднака његовоj величини у битима.

Поjам комплексности служи не само да дефинише случаjност него такође и да jе
мjери. За датих неколико низова броjева од коjих сваки има n цифара, теориjски
jе могуће идентификовати све оне са комплексношћу n − 1, n − 10, n − 100 итд. и тако
рангирати низове по опадаjућем степену случаjности. Тачна вриjедност комплексности
испод коjе се низ више не сматра случаjним остаjе донекле арбитрарна. Та вриjедност
треба бити постављена довољно ниско да броjеви са очигледно случаjним особинама не
би били искључени и довољно високо да би броjеви са jасно израженим обрасцем били
дисквалификовани, али поставити одређену нумеричку вриjедност значи проциjенити
коjи степен случаjности чини стварну случаjност. Управо се та несигурност одражава
у квалификованоj тврдњи да jе комплексност случаjног низа приближно jеднака вели-
чини низа.

Особине случаjних броjева
Методе алгоритамске теориjе вjероватноће могу разjаснити многе особине и случа-

jних и неслучаjних броjева. Напримjер, може се показати да расподjела учестаности
цифара у низу има важан утицаj на случаjност низа. Jедноставан увид сугерише да
jе низ коjи се састоjи само од 0 или 1 далеко од случаjног, а алгоритамски приступ
потврђуjе оваj закључак. Ако такав низ има дужину од n цифара, његова комплексност
jе приближно jеднака логаритму по бази 2 од n. (Тачна вриjедност зависи од машинског
jезика коjи jе кориштен.) Низ се може произвести jедноставним алгоритмом као што jе
„Испиши 0 n пута“, гдjе су заправо све потребне информациjе садржане у бинарном
броjу за n. Величина овог броjа jе око log2 n бита. Пошто jе чак и за умjерено
дугачке низове логаритам од n много мањи него само n, такви броjеви имаjу ниску
комплексност; њихов интуитивно перципирани образац jе математички потврђен.

Други бинарни низ коjи се може успjешно анализирати на оваj начин jе онаj гдjе
су 0 и 1 присутни са релативним учестаностима од 3/4 и 1/4. Ако jе низ дужине n,
може се показати да његова комплексност ниjе већа од 4/5 од n, тj., програм коjи ће
произвести низ може бити написан са 4n/5 бита. Оваj максимум важи без обзира на
секвенцу цифара, тако да нема низа са оваквом расподjелом учестаности коjи би се
могао сматрати врло случаjним. Заправо, може се доказати да у било коjем дугачком
бинарном низу коjи jе случаjан релативне учестаности 0 и 1 мораjу бити врло близу
1/2. (У случаjним децималним низовима релативна учестаност сваке цифре jе, наравно,
1/10.)

Броjеви коjи имаjу неслучаjну расподjелу учестаности су изузетак. Напримjер, од
свих могућих n-цифрених бинарних броjева постоjи само jедан коjи се сав састоjи од 0
и само jедан коjи се сав састоjи од 1. Сви остали су мање уређени, и огромна већина
мора, по сваком разумном стандарду, бити сматрана случаjним. Да бисмо изабрали
неку арбитрарну границу, можемо израчунати коjи дио од свих n-цифрених бинарних
броjева има комплексност мању од n−10. Постоjе 21 програма дужине jедне цифре коjи
могу генерисати n-цифрени низ; постоjе 22 програма дужине две цифре коjи могу дати
такав низ, 23 програма дужине три цифре итд., све до наjдужих програма допуштених
унутар дозвољене комплексности; таквих има 2n−11. Сума овог низа (21+22+⋅ ⋅ ⋅+2n−11) jе
jеднака 2n−10−2. Дакле постоjи мање од 2n−10 програма величине мање од n−10, а пошто
сваки од ових програма може специфицирати не више од jедног низа цифара, мање од
2n−10 од 2n броjева има комплексност мању од n−10. Пошто jе 2n−10/2n = 1/1024, слиjеди
да од свих n-цифених бинарних броjева само око jедан од 1000 има комплексност мању
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од n − 10. Другим риjечима, само око jедног низа од 1000 може бити компримовано у
рачунарски програм коjи jе за више од 10 цифара мањи од њега самог.

Нужна посљедица овог израчунавања jе да више од 999 од сваких 1000 n-цифрених
бинарних броjева има комплексност jеднаку или већу од n − 10. Ако се оваj степен
комплексности може узети као прикладан тест случаjности, тада су готово сви n-
цифрени броjеви заправо случаjни. Ако се фер новчић баци n пута, вjероватноћа jе
већа од 0,999 да ће резултат до те мjере бити случаjан. Стога изгледа као да jе лако
показати примjерак дугог низа случаjних цифара; заправо то jе немогуће учинити.

Формални системи
Може се лако показати да одређени низ цифара ниjе случаjан; довољно jе да нађемо

програм коjи ће генерисати таj низ и да он буде значаjно мањи од самог низа. Програм
не мора нужно бити минимални програм за таj низ; довољно jе само да буде мали. Са
друге стране, да би се показало да jе одређени низ цифара случаjан, морамо доказати
да не постоjи мали програм коjи га израчунава.

У свиjету математичких доказа Геделова теорема о некомплетности представља
изузетан ориjентир. Чеjтинова верзиjа ове теореме предвиђа да тражени доказ случа-
jности не може бити пронађен. Посљедице ове чињенице су jеднако интересантне због
онога што откриваjу о Геделовоj теореми као и због онога што индицираjу о природи
случаjних броjева.

Геделова теорема представља разрешење контроверзи коjе су преокупирале матема-
тичаре током раних година 20-ог виjека. Питање jе гласило: „Шта чини валидни доказ
у математици и како се такав доказ може препознати?“ Давид Хилберт jе покушао да
риjеши ову контроверзу развиjаjући вjештачки jезик у коjем би валидни докази могли
бити налажени механички, без било какве потребе за људским увидом или процjеном.
Гедел jе показао да такав савршен jезик не постоjи.

Хилберт jе установио коначни алфабет симбола, недвосмислену граматику коjа
специфицира како се може формирати смислена тврдња, коначну листу аксиома или
почетних претпоставки, и коначну листу правила закључивања за дедукциjу теорема
из аксиома или других теорема. Такав jезик, са своjим правилима, се назива формални
систем.

Формални систем jе дефинисан тако прецизно да доказ може бити изведен помоћу
рекурзивне процедуре коjа укључуjе само jедноставне логичке и аритметичке манипу-
лациjе. Другим риjечима, у формалном систему постоjи алгоритам за тестирање вали-
дности доказа. Данас, што ниjе било могуће у Хилбертово вриjеме, алгоритам би
се могао извршити на дигиталном рачунару и од машине би се могло тражити да
„проциjени“ ваљаност доказа.

Због Хилбертовог захтjева да формални систем има алгоритам за провjеру доказа,
теориjски jе могуће да излистамо, jедну по jедну, све теореме коjе се могу доказати
у одређеном систему. Прво излистамо по алфабетском реду све секвенце симбола
коjе су дужине jедног карактера и примиjенимо алгоритам за тестирање доказа на
сваку од њих, чиме налазимо све теореме (ако их има) чиjи се докази састоjе од jедног
карактера. Затим тестирамо све двокарактерне секвенце симбола, итд. На оваj начин
се могу провjерити сви потенциjални докази, и на краjу се могу открити све теореме
по реду величине њихових доказа. (Оваj метод jе, наравно, само теориjски; процедура
jе исувише дугачка да би била практична.)

Недоказиве тврдње
Гедел jе показао у свом доказу из 1931 године да Хилбертов план за комплетну

систематску математику не може бити испуњен. Он jе ово учинио тако што jе констру-
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исао тврдњу о позитивним циjелим броjевима у jезику формалног система коjа jе тачна
али не може бити доказана у систему. Формални систем, без обзира колико jе велик или
пажљиво конструисан, не може обухватити све тачне теореме и стога jе некомплетан.
Геделова техника се може примиjенити на практично било коjи формални систем,
што доводи до изненађуjућег и, за многе, неугодног закључка да не може постоjати
дефинитиван одговор на питање „Шта jе валидан доказ?“

Геделов доказ теореме о некомплетности jе заснован на парадоксу Епименида Кри-
ћанина, коjи jе наводно рекао: „Сви Крићани су лажови“. Оваj парадокс се може
изрећи на општиjи начин као „Ова тврдња jе нетачна“, што jе исказ коjи jе тачан
ако и само ако jе нетачан, па стога ниjе ни тачан ни нетачан. Гедел jе замиjенио
концепт истинитости са концептом доказивости и тако конструисао реченицу „Ова
тврдња jе недоказива“, што jе исказ коjи jе, у одређеном формалном систему, доказив
ако и само ако jе нетачан. Зато, или jе нетачност доказива, што jе забрањено, или jе
тачна тврдња недоказива, па jе стога формални систем некомплетан. Гедел jе затим
примиjенио технику коjа jединствено нумерише све тврдње и доказе у формалном
систему и тако конвертуjе реченицу „Ова тврдња jе недоказива“ у исказ о особинама
позитивних циjелих броjева. Зато што jе таква трансформациjа могућа, теорема о
некомплетности се jеднако убjедљиво примjењуjе на све формалне системе у коjима jе
могуће радити са позитивним циjелим броjевима.

Блиска повезаност између Геделовог доказа и теориjе о случаjним броjевима може
се обjаснити преко другог парадокса, по форми сличног Епименидовом парадоксу.
То jе вариjанта Бериjевог (Berry) парадокса, коjег jе први обjавио Бертранд Расел
1908 године. Он гласи: „Нађи наjмањи позитивни циjели броj коjи да би био одређен
захтиjева више карактера него што их има у овоj реченици.“ Ова реченица има (у
оригиналу на енглеском jезику) 114 карактера (броjећи размаке између риjечи и тачку
на краjу, али не и знакове навода), а ипак наводно одређуjе циjели броj коjи, по
дефинициjи, захтиjева више од 114 карактера да би био одређен.

Као и раниjе, да бисмо примиjенили парадокс на теорему о некомплетности неопхо-
дно jе да га премjестимо из свиjета истинитости у свиjет доказивости. Фраза „коjи
захтиjева“ мора бити замиjењена са „за коjи се може доказати да захтиjева“, што значи
да ће све тврдње бити изражене у одређеном формалном систему. Такође, магловити
поjам „броj карактера потребан да се одреди циjели броj“ може бити замиjењен прецизно
дефинисаним концептом комплексности, коjи се мjери у битима, а не у карактерима.

Резултат ових трансформациjа jе сљедећи рачунарски програм: „Нађи низ бинарних
цифара за коjи се може доказати да ће бити веће комплексности од броjа бита у
овом програму.“ Програм тестира све могуће доказе у формалном систему по реду
њихове величине док не наиђе на први коjи доказуjе да одређена бинарна секвенца има
комплексност већу од броjа бита у програму. Тада исписуjе низ коjи jе пронашао и
зауставља се. Наравно, парадокс у тврдњи из коjе jе изведен програм ниjе елиминисан.
Програм наводно израчунава броj коjи ниjедан програм његове величине не би требао
бити у стању да израчуна. Заправо, програм налази први броj за коjи се може доказати
да се не може наћи.

Апсурдност овог закључка само показуjе да програм никада неће наћи броj за коjи
jе направљен да га тражи. У формалном систему не може се доказати да одређени низ
цифара има комплексност већу од броjа бита програма коjи jе кориштен да специфицира
таj низ.

Могуће jе направити и даље генерализациjе око овог парадокса. Ниjе броj бита у
самом програму таj коjи jе ограничаваjући фактор, већ броj бита у формалном систему
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као цjелини. Скривени у програму су аксиоми и правила закључивања коjа одређуjу
понашање система и обезбjеђуjу алгоритам за тестирање доказа. Информациони садр-
жаj ових аксиома и правила може се мjерити и може означавати комплексност форма-
лног система. Величина читавог програма стога превазилази комплексност формалног
система за фиксни броj бита c. (Стварна вриjедност c зависи од кориштеног машинског
jезика.) Теорема доказана помоћу парадокса може се дакле исказати на сљедећи начин:
У формалном систему комплексности n немогуће jе доказати да одређени низ бинарних
цифара има комплексност већу од n + c, гдjе jе c константа коjа jе независна од тога
коjи jе систем употриjебљен.

Границе формалних система
Пошто jе комплексност дефинисана као мjера случаjности, ова теорема имплицира

да се у формалном систему ни за jедан броj не може доказати да jе случаjан осим ако jе
комплексност тог броjа мања од оне самог система. Како су сви минимални програми
случаjни теорема такође имплицира да jе потребан систем веће комплексности да би се
доказало да jе програм минималан за одређени низ цифара.

Комплексност формалног система има веома велику тежину у доказивању случа-
jности зато што jе то мjера количине информациjа коjе систем садржи, па зато и
количине информациjа коjе се могу извести из њега. Формални систем почива на
аксиомима: фундаменталним тврдњама коjе су несводиве у истом смислу као што jе то
и минимални програм. (Ако би неки аксиом могао бити изражен на компактниjи начин,
тада би та краћа тврдња постала нови аксиом, а стара тврдња би постала изведена
теорема.) Информациjе утjеловљене у аксиомима су стога и саме случаjне, и могу
бити кориштене да тестираjу случаjност других података. Случаjност неких броjева се
дакле може доказати, али само ако су они мањи од формалног система. Поред тога,
сваки формални систем jе нужно коначан, док се било коjи низ цифара може учинити
произвољно великим. Стога ће увиjек постоjати броjеви чиjа се случаjност не може
доказати.

Подухват дефинисања и мjерења случаjности jе увелико поjаснио важност и импли-
кациjе Геделове теореме о некомплетности. Та теорема се сада види не као неки
изоловани парадокс него као природна посљедица ограничења коjа jе поставила теориjа
информациjа. Херман Ваjл (Hermann Weyl) jе 1946 године рекао да jе сумња коjу
су посиjала таква открића као што jе Геделова теорема била „константан удар на
ентузиjазам и одлучност са коjима сам и jа кренуо у своj истраживачки рад.“ Са
тачке гледишта теориjе информациjа, међутим, Геделова теорема не даjе разлога за
депресиjу. Умjесто тога она изгледа да jедноставно сугерише да би математичари
да би напредовали, попут истраживача у другим наукама, морали трагати за новим
аксиомима.

Душко Милинчић, ел. инжењер,
Гимназиjа Бања Лука, 25. jун 2017.

* * *

Следеће мишљење jе дао лектор Горан Дакић, иначе професор српског jезика и
књижевности. Аутор jе романа „Даљ“ коjи jе недавно проглашен наjбољим романом
обjављеним те године у Републици Српскоj, а након пар година Дакић jе проглашен
наjбољим новинаром у Босни и Херцеговини. Познат jе по оштрим нападима на
актуелну политику. Он jе и у свом коментару овде остао доследан себи и опет пронашао
политику, али зачудо, на начин на коjи сам jе и jа негде поменуо.
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Стање веће вjероватноће

У предговору књиге „Простор-време“ Растко Вуковић помиње, између осталих,
Да Винчиjа, Паскала и Теслу коjи су, сваки на своj начин, пркосили академиjама и
научноj интелигенциjи свога времена. Таj пркос ће, виjековима касниjе, српски пjесник
Станислав Винавер срочити у цинични афоризам: „Треба ведро презирати“ и тиме ће
показати да jе дух гениjа слободан тачно онолико колико катедре нису и никада неће
бити. Та врста презира и пркоса своjствена jе онима коjи виде даље у времену; такви
не маре за звања, њих не интересуjу кариjере, с лакоћом се одричу титула. Гениjе или
онаj коjи трага за њиме гори у ватри идеjе, све остало за њега jе тек jутарња, jануарска
жар на коjоj се ледени прсти не могу огриjати.

Готово jе извjесно да не знам ништа о Лоренцовим трансформациjама и о теориjи
скупова, али понешто о нашим академиjама и академцима ипак знам. Неброjено
много пута сам констатовао да се код нас оргиналност научног рада мjери цитатима и
фуснотама; што више навођења, што више позивања на друге ауторе и туђа истражи-
вања – то jе научни рад оригиналниjи! Парадокс jе, наравно, очигледан, али то нико не
види или jе све заправо дио веће игре. Годинама сам се исмиjавао научним радовима
или чак дисертациjама коjе су истраживале и анализирале акумулациjу првобитног
капитала у Дефоовим романима, али сада видим да су исти ти направили завидне
академске кариjере на основу псеудонаучних трућања. У таквом поретку ствари мjеста
за оригиналне нема. Уосталом, сjетите се како jе прошао Аjнштаjн са поjединим
открићима коjа су тек касниjе, након његове смрти, слављена као револуционарна.

Наше високо образовање jе такво какво jе: да би млади научник постао доцент
потребан му jе извjестан броj научних радова, jедан магистар, учешћа на међународном
скуповима; пет година касниjе научник више ниjе толико млад, али га кариjера чека
и даље и пред њим jе звање ванредног професора, а за то jе потребно два пута више
радова„ два пута више скупова и jедан или два уџбеника, односно монографиjе; но, наш
научник, коjи сада сањиво гледа уназад и пита се гдjе су му и у шта прошле године,
пред собом има jош jедан редовни циљ, а он jе, дабоме, и наjтежи... У таквом поретку
ствари, jасно jе, мjеста за оригиналност нема. Идеjу су убиле догма и бирократиjа.
Уосталом, постоjи та анегдота према коjоj jе Аjнштаjн остао без одређене научне титуле
jер ниjе био довољно оригиналан. Оне коjи су о томе одлучивали нико више не помиње,
чак ни у фусноти.

Оригиналност Вуковићеве књиге jе наупитна; као писац и новинар могу да пратим
њену филозофску страну; о оноj математичкоj и физичкоj мораће други да суде и
пресуђуjу. Вjеруjем да су његови ставови тачни, али не зато што их разумиjем у
коначници, већ зато што су његови потенциjални рецензенти одбиjали да препоруче
књигу издавачу уз лабав аргумент: Све jе то тачно, али ниси у праву! Увjерења
достоjна фанатика. Вуковић jе jеретик; он ни у шта не вjеруjе, jер напросто ни у шта
не мора да вjеруjе. Ако нешто ниjе тачно, онда ниjе тачно и нема тог департмана коjи
може да докаже да jе другачиjе. То jе, чини ми се, Вуковићев мото. Драге су ми колеге,
али ми jе истина дража, вели Вуковић и на томе се прича завршава. Нама млађима,
како би рекао проф, остаjе да видимо да ли ће га цитирати за коjу децениjу као што
данас цитираjу Лаjбница.

Академци не вjеруjу у идеjу; идеjа jе све у шта Вуковић вjеруjе. У томе jе, наиме,
разлика.

Горан Дакић, новинар,
Бања Лука, 19. jул 2017.
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Димитриjе Чвокић

Аутор jе у свом рукопису представио своjеврсну изградњу погледа на физички
свиjет коjа за основу узима такозвану обjективну случаjност. Напоменуо бих да jе дати
„креjеугаони” поjам у овом тексту на неки начин увео сам Хаjзенберг, и то давне 1958.
г. У суштини, према Хаjзенбергу, обjекти немаjу изричито одређена и непромjенљива
своjства, тj. постоjе само њихове вjероватносне карактеризациjе. Таласна функциjа
квантне механике се може посматрати као jединствен спознаjни записник о неком
физичком систему и у исто вриjеме као цjелокупан (али вjероватносни) опис свих
исхода у неким будућим огледима. Jасно jе да се из овога обjективна случаjност
непосредно изводи, и да jе видно у блиском родству са концептом на коjи се позива
аутор. Посматрано из угла савремене квантне механике, као да jе направљена мала
рокада. Почиње се од случаjности (и то обjективне), а завршава са описивањем разно-
врсности дjелимично нам познатог свиjета. У томе као да има и нечег метафизичког.
Човjек, ухваћен између бескраjно великог и бескраjно малог, из коjих ниjедно не може
да схвати, jедино jе сигуран у своjу несигурност.

Иначе, потрага за првобитним начелима кроз коjе би се сагледала сва збрка/уре-
ђеност и сложеност васионе у коjоj живимо (и коjу проучавамо) ниjе подухват скориjег
датума. Занимљиво jе да jе jош Талес из Милета своjевремено тврдио да мора постоjати
jедно опште начело коjе повезуjе све природне поjаве и на основу коjег се о њима
уопште може и расуђивати. Штавише, био jе увjерен да постоjи дато начело, или пак
првоначелни елемент, из кога jе произашла сва твар, те да трагање за тим треба да
буде краjњи циљ свих природних наука. Стога, могли бисмо рећи да овдjе аутор узима
случаjност (тj. вjероватноћу) као то начело, и на основу њега уводи jош два: начело
информациjе и начело ентропиjе.

Читаjући тумачења и доказе неких добро знаних тврдњи у физици, стиче се утисак
да jе риjеч о вjероватносном омоту већ познатих детерминистичих приступа у разумиjе-
вању свиjета око нас и закона коjи у њему владаjу. Но, поред приказа како се дата три
начела могу искористити за обjашњавање и описивање разноразних физичких поjава,
понуђена су и поприлично jедноставна алтернативна тумачења неких шкакљивих мjеста
у преовлађуjућим теориjама савремене физике. На неки начин, као да на самом дjелу
имамо допуну постоjеће теориjе водећи се Монтењеовим схватањем да постоjе двиjе
главне гране философиjе: догматизам и скептицизам. Догматизам би у неку руку
овдjе одговарао детерминистичком погледу на свиjет, а скептицизам вjероватносном.

Међу разноврсним проблематикама из области физичких наука разматраjу се ква-
нтна спрегнутост, детерминистички хаос, димензиjе у физици, природа гравитациjе,
неке тврдње из термодинамике, црвени помак, а даjе се и помало другачиjи пут до
основних тврдњи из теориjе специjалне релативности. Неке од изведених тврдњи и
тумачења сматрам посебно занимљивим, као на примjер оно о утицаjу будућности на
прошлост, мада из текста ниjе jасно да ли аутор ставља нагласак на антикаузалност,
акаузалност, мjешавину свега са каузалношћу, или jе пак риjеч о нечему четвртом.

Можемо рећи да због комплексности и обрата у своjим основним поставкама ова
књига представља изазов и кад jе риjеч о терминологиjи, стилу и jезику. На почетку
се креће од неких општепознатих поjмова, и неких занимљивих интерпретациjа, на
основу чега се стиче утисак да би књигу могао читати и лаик. Међутим, убрзо ствари
постаjу много сложениjе и много замршениjе. Да ли jе неке поjмове из теориjске физике
требало подробниjе описати, или пак не? Да ли се уопште требало освртати на неке
физичке поjаве или пак не? Да ли jе уопште потребно спомињати Геделове теореме,
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коjе су, нажалост, у посљедње вриjеме постале синоним за помодарство? Наравно, све
зависи од самог читаоца, но управо jе и у томе jедан од проблема: ко то спада у циљну
групу?

Вjеруjем да би многим физичарима неке од тврдњи заиста могле заголицати машту,
поготово што материjа помало личи на Пондишериjско тумачење квантне механике,
али и да ће многи од њих бити збуњени улогом (апстрактне) информациjе у свему
томе, као и неким математичким играриjама (да их тако назовем). С друге стране,
математичар не би требао да има потешкоћа с употребљеним математичким апаратом,
улогом информациjе, разумиjевањем прорачуна коjи се тичу Лоренцових трансформа-
циjа, али би му позадина проблематике (димензиjе у физици, струне, гравитациjа,
Карноов циклус, анихилациjа честице и античестице, итд.) представљале сасвим сигу-
рно одговараjућу психолошку блокаду. Опет, философ би, рецимо, прескакао много-
броjне примjере и математичке доказе разноразних тврђења, и умjесто тога хватао се за
њихово тумачење повезуjући их са Персовим тихизмом54, аксидентализмом, либертани-
змом, супервентношћу, али се у томе, бар према мом мишљењу, налази камен спотицања.
С тумачењима треба бити jако обазрив, и ако се не познаjе математичка позадина
проблематике како треба, може се штошта сумњивог изфантазирати.

Наравно, не сматрам да jе због свега овога текст лош. Штавише, могу рећи да
се аутор успио колико-толико изборити са свим тим, и искрен да будем, вjероватно
боље од мене да сам коjим случаjем радио на истоj проблематици. На неки начин jе
овдjе примjенљива Паскалова мисао: „Посљедње што можемо да упратимо приликом
састављања неког дjела jесте шта да се стави на прво мjесто”. Из искуства знам да до
те „посљедње станице” ниjе баш тако лако доћи. С друге стране, ниjе се лако ухватити
у коштац „свиjетом”, jер знамо да се свиjету не може у годити.

За краj, сматрам да jе штиво веома занимљиво, jер тjера човjека на неку врсту
размишљања о природи, о друштву, али и о неким онтолошким питањима. На примjер,
jедан од проблема коjи би могли да распале машту би била предочена информациjска
„шкртост” (или пак довољност?). Да ли постоjи мjера те шкртости? Шта то из
„ултимативне неизвjесности” циjеди колико-толико нама изразит космос (грч. κóσµoζ
– уређен свиjет)? Гдjе jе ту пориjекло и улога људске личности? Како то да се
океан неизвjесности (и неизразитости) подвргава у овом случаjу крутоj и леденоj,
тj. краjње извjесноj и изразитоj математици? Шта то заиста значи кад се каже
да природа „баш мора”? Постоjи ли вриjеме времена? Шта би се могло извести
када би начелу вjероватности додали, сада већ поприлично разрађен, поjам негативне
вjероватноће? Другим риjечима, вриjедност књиге се не треба одређивати искључиво
на кантару тачности, конзистентности, па ни оригиналности изложеног, него током тог
процеса треба узети у обзир и питања коjе би могла да побуди у читаоцима различитих
образовних профила. Не сумњиво jе да књига Растка Вуковића, поред тога што пружа
у неким случаjевима jедноставне и занимљиве одговоре на многа шкакљива питања
савремене физике, омогућуjе читаоцу да размишља о новим везама, новим прлазима,
новим вратима коjа би требала да воде до научних источника и кладенаца.

мр Димитриjе Чвокић
одсjек математике, информатика

ПМФ Бања Лука, 23. август 2017.

54Charles Sanders Peirce (1839-1914), амерички филозоф, логичар, математичар и научник коjи jе
понекад називан „оцем прагматизма” – примедба аутора.
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Душко Jоjић

У тексту „ПРОСТОР-ВРЕМЕ“ аутор на нешто више од сто страница говори о
занимљивим питањима коjи повезуjу теориjу вjероватноће, теориjу информациjа и
савремену физику.

На почетку се говори о аксиомама вjероватноће, Геделовоj теореми и Хаjзенберговом
принципу неодређености. Касниjе, аутор посматра природу материjе, простора и вре-
мена вjешто интерпретираjући познате примjере (парадокс лифта, парадокс лептира
и сл.). Од обиља интересантних примjера издваjам (вjероватно из личних афинитета)
везу теориjе хаоса и Ремзиjеве теориjе. Прво поглавље завршава са увођењем поjма
димензиjе, примjерима симетриjе и дискусиjом о Аjнштаjновоj специjалноj теориjи
релативности.

У другоj глави аутор почиње са поjмом информациjе и повезуjе га са аксиомама
вjероватноће. Након тога се описуjу Оjлер-Лагранжове jедначине и за неке конкретне
проблеме се даjу рjешења тих jедначина. Као занимњив детаљ из ове главе издваjам
причу о улози тензора у Аjнштаjновоj теориjи гравитациjе.

Трећа глава посматра ентропиjу и повезуjе основне концепте термодинамике са
вjероватноћом и специjалном теориjом релативности. Користећи принципе теориjе
вjероватноће из примjера термодинамике аутор изводи закључак да вриjеме не постоjи
без информациjе!

У посљедњоj глави се из Аjнштаjнових принципа изводе Лоренцове трансформациjе,
а онда се те трансформациjе интерпретираjу као симетриjе. По ауторовим риjечима,
ово поглавље jе наjава његовог будућег рада.

Посматраjући тежину и разноврсност примjера, софистициран математички апарат
потребан за описивање тема коjима се бави, аутору треба одати признање у вjештини
да ова питања приближи обичном читаоцу. То нипошто не значи да jе текст лаган
за читање. Нажалост, математика jе тешка (а физика jош тежа!) и схватање поjмова
важних за разумjевање свиjета око нас захтjева труд и напор заинтересованиог читаоца.
Ти заинтересовани ће у књизи Растка Вуковића наћи занимњив и изазован текст,
елегантно излагање различитих теориjа и оригинално тумачење познатих примjера.

др Душко Jоjић
катедре геометриjе, алгебре

ПМФ Бања Лука, 4. септембар 2017.
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