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[MPOCTOP-BPEME

[Npearosop

Osna kmura je Hacrasak ,Judopmaruje neprennuje’ Haseene Ha kpajy (8. [2]). IIpsa
Bep3uja ,llpupoma Bpemena“, Takohe HaBeserna y oubsmorpaduju, rpebajia je caMo 1moBe3aTu
MOje TPHUJIore Ha HUCTY TeMy W3 IPETXOAHUX TOJWHA, aju ce mpuva orena. Jlobwjao cam
IpeBwuinie crpana, npesuiie duaozoduje u mpepuiie Mmaremaruke. Ko 6u To dnrao? 3ato
caM OJIyUHO JIa Taj IPBU HOKYIIaj ocTaBuM HejospiieH Ha unreprery (B. [1]) u na ypagaum
HOBU TEKCT 110J1 Ha3uBoM ,,IIpocTop-Bpeme’. XTeo cam 3ap2KaTi HEKE TEOPEME CAMO OIUCHO,
a n3banuTu CBe JI0Ka3e, EBEHTYaJHO ce no3uBajyhu Ha mux. MehyTum, HUuje MU UIILJIO TAKO
jeJTHOCTABHO.

Tpaxkehu, 3ameo cam Ha jeJITHOM HejacHOM JieTy u3Mely cleKysaluje u HayKe. lecTupao
caM MPU3HATY CTBAPHOCT IMIOMONY HEPU3HATE HA MMOMAJIO HEKOPeKTaH HaduH. 3  Heradmne'
dusuke mobuo cam ,ragny’. Tpebam jin u Ty MareMaTndKy (PaHTACTUKY Cajga OfOAIUTH?
Ucka3z ,,u3 HeragHOr TavHO  je TadaH, Ia UCIAJA J1a je y IPUPOIN CBE y3POTHO-ITOCIETUTHO
aJil U JIa HUje. 3alpaBo, MU HUCMO CUTYPHHU Jia je ,IIOTIIYHA Y3POUYHOCT CBera y npupomuu’
TavyHa IPETIOCTABKA, & Jla je IbeHa Heraluja KOojy caM Ha3Bao ,,00jeKTHBHA CJIy9ajHOCT
HeTadHa, I1a caM OCTAa0 Ha HOBOj BEP3UjU.

Tpaxkerme MOJIpIIKe 38 TAKO KOMIUIMKOBAHE U CyYMEbHBE IIPOjeKTe je Texkak mocao. Csu
cy Herjie cBpcTanum u ,He OaBe ce tume’. Jeman koJiera Me yOeno jia MPEBUIIE YKYDPHUM,
Ja ce HAyKa IUIIe MOoJIako, jeqHo 1o jexuo. Jpyrm mu je vy xKadanu mpuvao /1a CBaKd
OH Oymyhu emepuTyc, IJIAIIEH IIapPJJIaTAHCTBOM U Yy CTAJIHOj O0pbu 3a akajeMcKe IO3WIlHje
yuehu nocraje npenaydeH. V3a Tora He ocraje JOBOJHHO 3a Pa3BOj BEIITUHE, a jOIT MAakbe
3a KpeaTHBHO JIyTambe, HUKAKO 3a (raHTasupare. Kapujepa He uje ca BeJUKUM Hjejama,
pekao mu je Hazgpabspajyhu. CaBpemMeHO 0Opa30Bakbe je CBe BHUIIE , YCIENTHO' M CaMo je
MOj mpobjieM mTo A00MjaMO MPOU3BOJE KOjU raje MCKPEHO IOIITOBAIbLE ITPeMa IPOBEPEHUM
UCTHHAMA.

Tu cu mpomarmo cBe — npudao Mu je Tpehin. CaMOTHadKu pajl y HAyIH je HeKBAJIUTeTaH
¥ HEMpWBJIAYaH W 3aTO 4yj IITa TH ja KaxkeM: Oexku ojarie! YcmenmHu ciefe MyToKase
LHE Tajacaj 3aTuM ,IOAp2KaBaj IOJIAKO U Baraj Ka Bpxy" y CJIaBy CHCTEMa U HE TVIyMU
HaydIHOr OoeMa KOju Ce OTMMa 3a IIOHEKO M3HeHaheHo ,l1a TO Huje Omaa camMo ukmmja‘“
KaJia HayKa caspu. bpaxuo cam ce Tepjehn j1a ycambeHa HCTPAKUBaba, y MOJPYIIITB/HEHOM
OKDY2KeIby UMajy 1ocebHY JIpaxK, jep J0 npaBuxX oTkpuha HeMa HanpTaHux mnyreBa. OHu ca
IIyHO IIOJIPIIIKE ¥ TOj UTpU OTKPUBama ca TakBuMa Hemajy trance! Jleonapo na Bunun, Bies
[Tackas nm Hukomna Tecsa cy Tpojutia 0/ MHOTHUX KOjU Cy YCIT€JIM MPKOCUTH aKaJieMujaMa.
A oHUX Ha JIMCTHU TeHUjaJIaIA KOjU Cy MPOMEHUIN CBET UMa BUIIE O] YCIIEITHO 00Pa30BaAHUX.
[TocToju TajHa mcTHHA O HEMOGEIMBOCTH Ovaja 300r Koje cy MHore amouimje mnpomnaje. O
ToMme je tucao Buragucias [lerkosuh duc: UM mpak nma cBoje cBetiie crpaHe, Muc’o ce paha
ka1 je cpeha mycra“. 3a ycrmex Tpeba TH HeycIex.

Tako My4HO 0DOX JI0 OBOI' TEKCTA. 3aUHTEPECOBAHOM UUTAOILY CAMO MOTY HOPYUUTH Ja
UMa TOra jOmI.

AyTop, maj 2017.
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[TpruHUMNK r3nKe CNyYajHOCTK

VBoz

Tpu najBaxkHUja y3poka (pU3NKe CIyIajHOCTH Ha3BaHA Cy MPUHIUINMA, OIHOCHO Hate-
JmMma BepoBaTHohe, nndopmaruje u enrponuje. Fbuma nedunuiniemo Marepujy, IpocTop u
Bpeme. IIpBo ox Hadesa mounme ca3HambEM Ja ce Hajuelnhe JeraBa OHO IITO je HajBepoBa-
THHUje, & 3aTUM Ce HACTaB/ha TEOPHUjOM BepOBATHOhE KOjOM ce OBJie M He DABUMO IIPEBUIIIE,
Te DUBNYKHUM II0CJIe/INIIaMa KOJUMa Ce caBpeMeHa HayKa HeJI0BOJbHO DaBuiia.

Jlpyro o Tux Havuesa 3aCHUBAMO Ha CXBaTaky WH(MOpMAIUje Kao MaTepujaJiHe, CTBAPHE,
3a Pas3/iiKy OJ HEM3BECHOCTH KOja je amcTpakTHa. (OKeaH HEM3BECHOCTH je OECKOHAYAH,
3a pas3/MKy OJi BeoMa orpaHmdeHe (Kojudune) wHMOpPMAIMje Koja OJIaTie MPeTeKHe, jejiBa
UCIypH K& HaMa, y OOJIMKY CYIICTaHIIe U IIPOCTOp-BpeMena. 3 mpBor Hadesa cjaeaud IAPyru:
Ipupojia HaM Jiaje MUHUMYyM uHOpMAaIyje, Ipu deMy Jarta uHMOpMaliija IpeicTaB/ba
OHO INTO 30BeMO cajanmolihy. Kosmko roj je u3jaiina y peajin3alyju HajBepOBaTHUjUX
jorabhaja, IpUPO/IA je TOJTUKO MIKPTa Y CTBAPAILY CAJIAIIBOCTHU, I1a UIAK TaMO T/Ie HeEMa TOKa
BpeMeHa HeMa HUTH Hallle BaCHOHE.

[Ipumeruhere ma je npBo HAYEJIO Ca OBJIE N3JIOKEHUM IIOCJIE/IATIAMA TEIIKO, 11a 1 HeMoryhe
030M/HbHO OCIIOpaBaTH Ha OWJIO KOjU HAYWH, aJI JIa CE OHO OIET YMHU U BEOMa HEIPUXBa-
mpuBo. To He cmarpam manoM, Beh HampoTuB cBojuM mocrurayhem. /Ipyro madesno y cebu
CaJIpYKU HAJIOTPA/by OCHOBHUX HJleja U3 Moje IpeTxo/iHe Kibure ,VIudopmariuja neprernuje’
HaBeJIeHe Ha Kpajy Koje Cy 3ampaBo Henokasuse. Ilpe ceera, £ = i-h, ¢popmysa 3a cirobomy Kao
(ckasiapam) pousBoJ (BekTOpa) MHTeMreHnuje u xujepapxuje. Mehyrum, kao u dbopmyiia
KuHeMaTuKe vt = s, OHA Ce He ja ocrmopuTu. Ha nurame ,3allTo CIEKYJIHUIIEM Ca TOM
CyMIbUBOM (hOPMYJIOM' S UMaM OJINOBOD ,Hahu MU IpuMep KOju JIoKa3yje CynpoTHO.

Tpehe navesi0 1moJ1a3u 01 EHTPOIIKjE U JIPYTOT 3aKOHA TEPMOJIMHAMIKE: TOILIOTA CIIOHTAHO
mpeJia3u ca TeJsla BHUIEe Ha TeJlo HuXKe TeMrepaTtype. [lokasyje ce ma je eHTponuja y cTBapu
jeJlaH Jleo Hedera IITO ce TMOHEKa [ Ha3uBa meHuM uMeHoM. OHa je KOJUYMHA HEU3BECHOCTH
HOJICKYTIa CJYUIajHIX MCXoa (HACyMIYHOT pacnopehuBama) (pusndkor crama KOju Cy HajBH-
1e BepoBaTHU. 3aTo IITO je ITe/hUBa Ca HHPOPMAIM]OM, IPUPOJIa HE paculla HEeM3BECHOCTH
y OHUM KOJIMYMHAMAa KOje PEJATUBUCTUYKA TEPMOJIMHAMHUKA CMaTpPa HOPMAJIHUM, I1a CMO Ce
dusuka u ja Mmopasin pazuhu. U majpe ocrajeMm carjiacal Kako Ca KJIACHIHOM TEPMOIUHAMIU-
KOM TaKO M Ca TEOPHUjOM PEJIATUBHOCTH.

ITocnemuie Tpeher Havesa cMaTpaM 3aucTa PU3UIHUM W OHE ULy HA MOJY OJII'OBOPHOCT.
Ayn omrer, 3ap 6u TO OMJIO MCTpaXKUBake aKo OU UIILIO caMO [IPOBEPEHUM IIyTeBUMa !
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1.1 BeposatHoha

OmHo mTo je HajBepoBaTHUje Hajdenihe ce u moraha. To je npunuyun seposamnohe. Tommko
je ouuIJIe/IaH U je JHOCTABAH J]a Ta MaTEMATHIKA TEOPUja BEPOBATHONE je/ITHOCTABHO PUXBATA
U He KOMEHTAPWIIe, 3aIIpaBo ce u He ocBphe Ha mera. Mnak, on Hocu u 1y0sba 3HAYEHA KOja
BpEIN pa3sMaTpPATH.

ox, cayuwajrowhy y mapeM TEKCTy MOJApPa3yMeBaMO CaMO OHE HACYMUYHOCTH 3a KOje
Baxku mpuHIUI BepoBarHOhe. Tama mmamo Gap aBe HelpeaBuaIWBe MOTYNHOCTH Koje ce
MIOHAIIA]Y 0 MPABUJINMa Teopuje BepoBaTHONE.

1.1.1 ObjekTUBHOCT Cy4ajHOCTW

IIpe cBera, MoXKe ce pacmpaB/baTH O KOPEHHMa CaydajHoCcTH. Kajga mMaMo omiyje duju
UCXOM Cy 3a HAC HENPEJBHUIUBY, CIy9ajHU, ajau Herje nocroje (jejan wjiu BUINE) HEKUX
y3pOKa HaMa HENO3HATUX WJIM HEJIOCTYIHUX, OHJA Cy IHbUXOBE Pean3allje CyOjexmueHe
caysagrocmu. Ako 6u 6mita TPOTUBPEYHA MPETIIOCTABKA J1a MOCTOje KPajibl y3POIU CBAKOT
MCXO0Ja, TAKBa CAYyIAjHOCTH OmIa OW 00jeKkmueHa CAYIaJHOCT.

Ha npuwmep, cybjektuBHa ciydajHoct je m3bop tmudapa 6poja m = 3,14159265359. ..
pemom. On fie y mpBOM unTamy MOJOXKUATH CBE TECTOBE CJIYUajHOCTH, ajiu e ce y IpyroMm u
CBAKOM HAapEJHOM YUTalby [MOKA3aTH Ja Cy Te nmudpe yBeK UCTe, Jia je y IPBOM buia nceydo
cayuajrocm (TOBOKEbA CJIYUAJHOCT).

=
a

s S ~—
- - 3
' \
S

Slika 1.1: Bamame nosunha.

Hacynpor MHOrUM HayIHUM X MaTeMATHIKUM TeOpUjaMa MU OBJE BEPYjeMO Ja IOpen,
cy6jeKTUBHIX IIOCTOje M O0jeKTuBHE ciaydajHocTu. lIpumep 00jeKTHBHE CIydIajHOCTH MOXKE
6urn Ganamwe @ep-nosuuha (cauka . O6jacuuhy To merasphuje. CiiydajHu UCXOMU CY
L,OINCMO™ ™ ,rytaBa’ ca ImaHcaMa moJa-mosa. ¥ Hu3y ox 100 moHoB/beHMX Oarama 0KOo 50
ucxona he oury ,ucmo”, omHOCHO ,raBa’. Mehyrtum, mux he perko 6utu Tagro mo 50.
Hawnwme, bamama cy nezaBuchu morahaju, y cMuUCITY 11a ciienehe He maMTu OHA IPETXOIHA, TE Ce
MOTY JIEIIABATH JyT'e CepUje y3aCTOMHUX UCTUX UCXOJIA U 3aTO0 je PE3YJITAT CAMO PUOIIKHO
[0JIA-TIOJIA.

TecroBu ciaydajaoctu npeasubajy oBy Tosepannujy. [lltaBumre, onu npeapubhajy He camo
cpeamy Bpegaroct (50) Beh u cpeme ojcryname oj e BpeaHocTu (5), 01 majama ,IucMa’
y mu3y (100) 6anama dep-nosunhia. Y ciaydajy nedep noBunha min y ciydajy Ja MCXOJIE
bamnarma MOKyIaBa HarajaTw JOBEK, JIAKO Ce MOXKEe JECHTH Jia OBa CPEJba OJICTYIama He
Oymy TadHa u ja ce He nmpohe Tect. Mehyrum, momenyre mudpe 6poja m, u3BIATEHE PEIOM
Kao u3 JoTo OyOma, okasalie ce caBpIleHo ,CirydajHe'.

[Ipumepe 00jeKTHBHE CJIYYajHOCTH MMaMO W Y CTaBy Ja ,HeMa HadWHA Jia Ce HEIITO
OpraHmusyje Tako ja ce 00yxBaTe W KOHTPOJIMIILY CBe Moryhe IOCJeIuIe, a Jia ce UCKIbYUIU

Pacrko Bykosuh 8
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cBaka Henpensuhenoct . Wmau: Hema rapaniuje 3a amcoyTHY H3BECHOCT MPUJIUKOM IIpa-
KTUYHE IIpoBepe OmIo Kojer oj npupomunx 3akona’. To je Ha kopak oj [edesose meopeme
o memoryhuoctu: ,Ma Kako Ja ©UMaMO BeJUK CKYIl aKCHOMa M EbUXOBHX IOCJEIUIA, YBEK
he 6utn Taurux TBphema Koja ce He MOry m3BecTH U3 jaror ckyna'‘. Hamme, (MexaHmdkn)
Y3POK CBera He MOXKe ITOCTOjaTH, jep bu 6mo kouTpagukTopan. CBe MOCTIeInIe TAKBOT Y3POKa,
quHAIe OM jeJaH CKyIl MCXOJla M3BaH Kojer Om ce yBek Morao Hahm MCXOJl KOju He caean nu3
JaTor cKyna. YKpaTKo, IMoJa3uMo of cieneher craBa Kao akcumoMme.

He nocroju y3pox ceux yspokra. He nmocroju ckym y3poka cBuUX MOryhux mocjaeauIia. ‘

Teopeme nomnyT I'eresioBe u mmoceauIta M3BOIE CE U3 TyBEHOT PaceﬂE-BepMeHOBOF rnapa-
nokca u3 1901. romune, Koju OPMATHO ITUIIEMO:

Heka je S={A:A¢ A}, nam SeS? (1.1)

Peunwma, Heka je nar ckyn (S) ckynosa (A) koju He npunaajy camu cebu. Jla jin Takas cKyIl
npumnaa camom cebu? Orosop He Moxe 6utn ,ma“, jep uz S €S u (1) caequ S ¢ S, mro je
koHTpanuknuja. OaroBop He MoXKe 6uTu HUTH ,He", jep u3 S ¢ S ciequ S € .S, a To je oner
KoHTpaauKnuja. Tpeher mema, jep MOCTOjU W TeopeMa [ia Ce CBaKa ITOJMBAJIEHTHA JIOTUKA
(,rauHO®, | MOXKJIA" WJIM HETAYHO) MOXKE CBECTH Ha JIBOBAJIEHTHY (,;,TauHO" WJIM HETAIHO").
Jlakje, Hemoryh je CKyIl KOju CaJp K CBe CKYIIOBe KOju cebe He caip:Ke, a 3aTuM je Hemoryh
U CKyIl CBUX CKyToBa. AKO 3a cBaku jorabaj MOCTOju y3POK, OHJA y3pOKa CBUX Y3DOKa He
MOKe OUTH, & TO je 3aKJbydaK JI0 KOjer HAC (DOPMAaHO JTOBOIU U JETEPMUHU3AM.

Mauio nakmra Bepauja Pacemosor mapajokca je ciejiehia konrpaguknuja: 6puno A 6puje
CBe OHE y CBOM Kpajy Koju He Opujy camum cebe. bBpuro A He Moxke TOCTOjaTH yIPKOC
YUILCHUIIM JIa jé PA3yMHUje OYEKUBATU CKYIIOBE KOjU HUCY CBOjU IIOJICKYIIOBHU. JOII JIaKIIa
Bep3uja je TBpheme ,ja JraxkeM“, Koje je KoHTpagukimja. Hamme, ako JjraxkeM OHJIA JIaXKeM
Jla JIayKeM, a aKo JIaXKeM OHJIa HUje UCTUHA TO IITO KayKeM I1a, [IPeMa TOMEe TOBOPUM HCTHUHY.

DopmasHO, OBU IAPAJIOKCH JI0JIa3e U3 anzebpe cydosa peMa Kojoj ce U3 UCTUHE (TavHOor )
He MoKe 1obutn HemcrnHa (HetadHo). CBa MaTeMaTHKa IIOYHBA HA TOj IIPOCTOj, 38 PasyM
ITOHEKaJ] TEITKO ITPUXBAT/FUBOj TBP/IHU 1A je T = L noumpadu%uujaﬂ Jlanac 3naMO Jj1a Ccy
CBU TOKYIIAjU OCIIOPaBalba OBE YUILEHUIE MATEMATHIKE JIOTUKE [IPOTIAJIN.

JlokasuBame HeMOTYNHOCTH Hedera je decra TeMa W y camoj maremarunu. Ha mpumep,
aKo caMm ja Ha MecTy A, oHIa ja HucaMm Ha Mecty B ako je A #+ B. Hemoryhuoct nocrojama
Ha Mecty B 6wia 6u HesokasuBa. Jlpyru npumep, He MOCTOjU IMapaH OpOj Uuju KBaJparT je
Herapan 0poj.

3a pazsuky oji T = 1, ucka3 1 = T Huje KOHTpaJuKiuja. V3 Hetadnor ce Moxke j106uTn
TAaYHO. TO HaM CBeJO4Y€¢ MHOI'N 3aKOHU CbI/I3I/IKe KOjI/I Cce MaJiIUM NJIn BEJIMKUM CKOKOBUMAa
rnoMmepajy kKa TagaujuM. [Ipmmep Tora je n MaTeMaTudKa TeOpHja JTeTEPMUHUCTIIKOT Xa0ca, a
4quje hemo craBoBe oBjie Kopuctutu. Il caMm NpuHITUI PABHOIPABHOCTU CABPEMEHUX JIEMOKPa-
THja je IpUMep HOBPEMEHO TavHe yroTpebe HeTAYHOCTH U Kao TakaB je Beh romunama temesnb
YCIIENTHUX JIpYKaBa U CABPEMEHX MPaBHUX cucTeMa. KOHAYHO, UCTUHUTOCT MMILTUKAIUjE
L = T 1mo3BOJ/baBa peam3alinjy 00jeKTHBHE CJIydIajHOCTH, YIIPABO 3aTO IITO J03BOJHABA U
IbEHY Hepeanu3allujy.

IIpennocTn Koje BacnoHa 3aCHOBaHa Ha OOJEKTUBHUM CJIy4ajHOCTUMA MaTePHje NMa, ITOKY-
ajMo pasyMeTu moMohy ApoyOBdﬂ TeopeMe HeMoryhuocTu. Apoy je momohy mMaremMaTHdke

'Bertrand Russell (1872-1970), GpuTaHCKM MaTEMaTHIAp.

?Ha crpaHy HauBHe IIpHYe, PELMO, Ja 61 y CJIydajy [a Ha CBETY IIOCTOJU CAMO HICTO M CBEIPHCYTHO
CBETJIO OHO OU CBOJHUM ,,0/ICYCTBOM" MOIJIO IIPOU3BECTH TaMY.

#Kenneth Arrow (1921-2017), aMepu<Kn eKOHOMHICTA.

Pacrko Bykosuh 9
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Teopwuje urapa UCTPAKUBAO JIEMOKPATCKe cucTeMe n3bopa Tpakehu HajO0/bU HAYUH U IIPEMA
weroBoM peayirary u3 1950. rojgube He ocToju UjeasaH MeTol. 3a To je nobuo HobemoBy
Harpaay 1972. ropune.

Ha npumep, mpernocraBuMo ja ¢y riacadn umaan Tpu Kauguaata A, B u C u jga cy nx
OupaJin Ha ciiegenn HAUNH:

e 45 rnacaua A > B > C (45 craBma A ucnpen B, a B ucnpen C)
e 40 rnacaua B > C > A (40 crama B ucupen C, a C ucnpen A)
e 30 rmacaua C > A > B (30 crama C ucupen A, a A ucupen B)

Kangunar A uma najsuine riacosa u Tpebao 6u 6urn modbennuk. Mehyrum, ako B ojycrane,
mobeaauk he 6utu C, jep 6u Taga C numao 70 rimacosa, a A camo 45.

To je jenna jemHocTraBHA JeMOHCTpalidja ApoyoBe TeopeMe Koja je CBOjeBPEMEHO Y JIeMO-
KPaTCKUM 3ajeJHuIlaMa HaIPABUJIA TOJUKHU IOK JIa je CKpUBaHA OJ jAaBHOCTU. ¥ KPaTKO,
3a obmuHOr 4YoBeKa, oBe Teopeme (Arrow and Gibbard-Satterthwaite Theorem) n uurasa
npuda y MO3aJIMHU T'OBOPE Jia ce 3a u3bop Tpebajy MOCTABUTH BEOMA BUCOKU KPUTEPHU]YMHU,
a OHJIa OJf MOHYyDeHux omnuja, n3adbparTu jeaHy HACyMHUTHO.

[Tapadpaszupam, HamMeTambe IPOIELYPATHAX IIPABUIA Y IEMOKPATCKIM U300pUMa, KBapu
JeJIOTBOPHOCT. Y HajOO/bMM HaMepaMa ca Hau3IJIe ] UIeaJTHIM (pep IpoleaypamMa, a Takohe
3001 MaHUIYJIAIAja, MOYXKEMO Jobujatu u Hajrope pesynrare. Ca japyre cTpaHe, OHO IITO Ou
Harme ,,j00pe Hamepe" CBOjUM IPETEPAHUM PEry/NCarbeM KBapuiie, IPernyInTambe KOHATHIX
OJJIyKa IIyKOj 00JEKTUBHO] CJIyYaAJHOCTU JYTOPOUYHO ryiefajyhu morpasiba.

1.1.2 Akcnomun Konmoroposa

Kama 6amamo dpep-KomnKy nMaMo IIecT paBHOIIPABHUX MOTYHHOCTH, CBUX IIECT Ca UCTOM
BEpOBAaTHONOM %. Kazma 6amamo nedep KoKy, BepOBaTHOBEﬁ HCXOJa CY MOXKJA Pa3/IMIATH

6pojesu Pr(1),...,Pr(6) ca 36upom 1. Ako Beposarnoha ja he mactu ,jejaununa’ win
»ABojka“ manocu Pr(1) + Pr(2), xaxkemo na cy ,,jeamHunga” u , ABOjKa" y3ajaMHO HE3A6UCHU
caydajuu jiorahaju. Tako je manca y Jjioro urpu n = 2,3,4,... nyra Beha ca n ynnahenux

KOMOHMHAIIja HEro ca je IHOM.

Yorrre, HeKa Cy JaTu ciaydajuu jgorahaju wy ¢ Q (mojeHux uexoa mpu daramy KOIKe
uva k = 1,2,...,6) y npocropy ciyudajuux jorahaja £ (ckymn ceux n = 6 ucxozua Ganama
KOIIKe), ca KoHadHO N € N mn 6eCKOHAaTHO ejieMeHaTa n = oo (ciydajuux mporabaja). lakie,
yHUja caydajuux morahaja je cKym

n
Q= U Wi . (12)
k=1
Bpoj P(wy) = Pr(wy) masusamo seposammnohom morabaja wy. Taga Baxke akcmomu:
1. 0< Pwg) <1,
2. P(Q)=1;
3. P(w; Uwj) = P(w;) + P(w;), aKo je w; Nwj = &.

To cy axcuomu Koamozoposa 3a maremMaTudky Teopujy BepoBarHohe. U3 mpupoge Tux
AKCHOMa BHJINMO JIa YHH]y CKYIIOBa MOXKeMO nucaTu u Kao 36up (AU B kao A+ B), a npecek
ckynoBa kao npoussoj (An B kao AB).

4enr. probability — BepoBarHohia.
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Slika 1.2: Ilpecek ckyrmoBa.

OBuM akcmoMaMa e J10/Iaje U aKCUOM O aJIUTUBHOCTH NPedpojusur CKynoea:

P(S w) = Y Plwr). (1.3)
k=1 k=1

KaJla Cy Wi, w2, ...,W, CBI y3ajaMHO MCKJbYUHBH Jorahaju, Tj. KaJa je w; Nw; = @ 33 CBaKN
nap pasimauTux uHjekca i,j € {1,2,...,n}. Oxrosapajyhu akcuom HenpeOPOjUBUX CKYyTIOBa
6uo 6u

P(S) = /Csp(w) dw, (1.4)

npu gemy je S € € nmorupocTop Henpexuonoz npocmopa (T3B. KOHTUHYYM) CBHX MeCTa W,
ciydajuux jporabhaja us mpocropa €2, a p(w) je rycruHa BepoBaTHOLE HA MECTY W.

Horabhajy w ¢ € cynporan je gorabaj takas na je wUw' = Q u wnw' = @, mro numemo
KPaTKO Kao pasinky ckynosa w’ = Q\w . Kaza ce gecu w onza ce nuje jgecuo w' u o6pHyTO,
a MHTYUTUBHO 3aKJbydyjeMo Ja je

PW')=1-Pw). (1.5)
Osna jegaakoct ce jokasyje nomohy KosMoropos/beBux akcumoMa, peoM:

Plw+w") = P(Q),

Pw)+PW)=1,

a oryaa (1.5).
Muryurusao npumehyjemo ma BepoBaTnoha ciyuajuor porabaja pacrte ox 0 mo 1, mmro
3HAYM Ja [pa3aH CKyI MMa BEPOBATHONY HYyJIa U IHUIIEMO:

P(2)=0. (1.6)
Ucru pesynrar cienu u u3 akcuoma, pso 36or ' = @, na P(@)=1-P(Q) =0.
Ilpumep 1.1.1. Iomohy axcuoma Koamozoposa dokazamu:
1. ako je A< B mada je P(A) < P(B);
2. 3a cearxo A € sascu P(A) <1.
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Jloxas. 1. 36or Ac B 6uhe B=Au(B\A) u An(B\A) =2. Oryaa
P(B)=P(A)+ P(B\A).

Mebyrum, P(B\A) >0, na je P(B) > P(A).
2. I3 AcQ cneqm P(A) < P(Q2) =1. O

[Tomohy akcuoma ce mozke jokazaru u (1.3), a 3arum u uarerpasna sepsuja (1.4). Tlopesn
TOra, MHTEPECAHTAH HAM j€ U HJICHTUTET

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(An B). (1.7)

Panu nokasza, npumerumo na cy ciayuajuu porahaju, ckynosu A\B, B\A u AnB ducjynxmmnu,
Tj. Ja HEMAJy 3ajeJHHYKHX eJeMeHaTa, a Ja je muxoa yHuja AU B. 3arnM:

P(AuB)=P(A\B)+P(B\A)+ P(AnB) =

=[P(A)-P(AnB)]+[P(B)-P(AnB)]+ P(AnB),

a oryna caenn (1.7).

1.1.3 KgaHTHa cnperHyTocT

Ca craHOBHIIITA TEOPUjCKE (PU3UKE TIOTBPa 00jeKTUBHE CJIydajHOCTH je Bearosa meopema
u3 1964. roguue (8. [4]). Ona yreplhyje 1a y KBAaHTHOj MEXaHWIIN HEMA CKPUBEHIX [TapaMeTa-
pa Koju OM MOIVIM cTajaTh u3a ,paHTOMCKOI Je/IoBambha Ha Ja/bUHY" Koje cy OoTKpuaind AjH-
mrajH, [lomoncku n Pozen 1935. ronume, a Koje je maHac mo3HATO KA0 K8AHMHA CPESHYMOCT.
MebhyTum, Ta Teopema J1okasyje u jia He MOCTOjU HEKO MJIU HEIITO (Jby [ CUIYPHO HE) MITO 61
MOTJIO IIpeJBHIETH CiaydajHe norahaje Mukpo-ceera. OBo 3Haueme BejoBe TeopeMe husnka
jour Huje npenosHaia (MucauM), aiau jecre ciaezehe.

KsanTHa crpernyrocT HacTaje IpH y3ajaMHO 3aBUCHUM ciydajHuM gorahajuma. Ilpwm
Mepery UMITYJICa P U T0JIo¥Kaja ¢ decturie (peruMo eIeKTpoHa) JIy»K MCTe KOOpJuHATE, He
MOXKEMO OJIPEJIUTH TadaH HU MMILYJIC HU TOJ0XKa]. ['pemke Mmeperma cy perumo Ap u Ag.
Xajzenbepr je mpm ToMe OTKDHO Jla YKOJUKO Iperm3auje oapehyjemo mosoxaj (uMmiysc),
yrosinko he ocraru Heoapehennju nmirysic (osroxKaj), Tako Ja je mpou3BoJ| OBUX HeojpeleHo-
cru Behu ox ITaankose koncmanme h = 6,626 x 10734 Js, raunuje

ApAx > gL, ApyAy > g, Ap, Az > g, AEAt > —, (1.8)

h
2
e je h = % = 1,055 x 1073* Js penyxosana ILiankoa xoucranra. OBJe je KOPHIITEH
Jlexapmos npasoyeau cucmem xoopauuata Ozyz (amcica, opauHaTa, AIUIMKATA), [ CE
HeospeheHOCTH UMITy/Ica W TOJIOXKaja Jy»K JBE OKOMHUTE KOOpJAuHATe (PEluMO arciuce u
Op/MHATE ) MOTY HEOIDAHUIECHO CMAUBATH. 10 je CMICA0 TyBEHUX Xaj3eHOEPrOBUX PEAGUU]Q
neodpehenocmu 360r kojux je jobuo HobestoBy narpasy. Vmiysc u mosoxkaj (1ayx ucre
KOOD/IHATE) CY 3A6UCHU CAYHajHy dozahaju.

Oge pesanuje ce MOT'y pa3yMeTH Ha IPUMEPY MTOCMaTpamba eJIEKTPOHA IO T3B. Xaj3eHOe-
ProBUM MHKPOCKOIIOM, cKunupannM Ha cauu [[.3] da 6ucmo pobun mro sely raunocr Ax
[I0JI0YKAja eJIEKTPOHA, KOPUCTUMO eJIEKTPOMAarHeTHe Tajiace MTo Kpalux TajacHuX Iy KUHA,
J10 TBpjuX ~y-3paka. CygapoM 3pake ca eJeKTPOHOM OTKPHBa Ce I0JI0XKaj eJIEKTPOHA [0
Tajacue ayxkuHe 3pake A = Ax. MelhyruMm, 3paka Mame TajgacHe aykKuHe uMa Behin umirysic
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Slika 1.3: Xaj3eH6eproB MUKPOCKOII.

p = h/A, na 360r 3aKoHa O/IpzKarba YKYIIHOT KMILYJICA Y OBOM CyJIapy Ipou3BoJ HeojgpeheHocTH
ApAzx mopa 6utn nponopronaian ca pA = h. Oryna ciaenn (1.8). OBy HpONOPIMOHATHOCT
HEMaMO KaJia 3paka uje jeaHoM JlekapToBoM 0COM, a UMITYJIC MEPUMO JPYTOM.

Beposarnoha nBa ciayuajua jorabhaja cmamyje ce npema (1.7) ykosmko cy tu gorahaju
BUIIIE 3aBUCHU, BUIlE crperuyTtu. Kao 1a npuposa, mruTehu ce MPUHIUIIOM BepoBaTHOIE,
MIOKYIIIaBa OTKPHUTH IIITO Maibe OJ CBOjUX Hepean30BaHUX Be3a. Takobhe, IITO je m3BECHOCT
caydajuor morahaja Beha onm he ce mpe peanm3oBaru, ma ce Hamehe yTHcak Jia IIPUPOJIA
HacToju 60/be CKpUBaTH CBOje Belie HEM3BECHOCTH.

IIpumemeno na objamimerse Xaj3eHO€ProBOr MUKPOCKOIA, J00MjaMO HOBO TyMAaterbe.
CMmarmuBameM TaJacHe JIy’KIUHE CBETJIOCTH CMarbyjeMo HeoJpeheHoCT mostoxkaja (omakeHor)
eJIEKTPOHA, IMITO 3Ha4Yn Ja moBehaBamo BepoBaTHONY MecTa HEroBOT HaJlaXKema. llpocTo,
mame Az 3naun Belie P(Ax). Tlpema Tome, Ap, u3 (1.8) cpasmepno je P(Ax) u obpHyTO.
Xajzenbeprose peJsanuje Heonpe)eHOCTH MOXKEMO HAITUCATH y ODJIUKY

agP(Az)Az + ayP(Ay)Ay + a,P(Az)Az + o, P(At)At > £, (1.9)

TJI€ CY Gy, Gy, A, Gy TPOU3BOJbHE KOHCTaHTE 30upa 2¢/h. Bpoj ¢ je (reHepasmcann) KOHCTaHTaH
CKaJIApHU IIPOU3BOJI, BEKTOPA YHje Cy KOMIIOHEHTE BepoBaTHONE M BEKTOPa dHje Cy KOMIIOHE-
HTe HeojpeheHocTH, OBJIe moJioxkaja u BpeMeHna (sorabhaja 4-mum npocrop-spemena). Koncra-
HTHOCT OBOT' Opoja yKa3yje Ha 3aKOH OJprKarba YKYIIHE ,,KOJTUINHE Hepean30BaHe U Peasin-
3oBane ciay4dajuoctu. O Tome hemo KacHmje, 3ajeHO ca WHMOPMAIII]OM.

Jlpyru npuMep KBaHTHE CIPErHYTOCTH jeé THIUYAH eKCIEPHMEHT KOjOM ce OHa JaHac
nokasyje. Yecruila 9ujn je yKyIHU CIIMH HyJIa EMHUTYj€e JIB€ YeCTHUIIE, PEIMO JIBa, €JIEKTPOHA,
CIIMHA, i% WK YMECTO WX /Ba (POTOHA CIUHA 1, Ha JBe CYNPOTHE CTpaHe, JIEBO W JIECHO
Kao Ha CJIUIN Hewmoryhe je ynanpen suaru koja he ornhu j1eBo, aau ce ToO MOXKe Ca3HATH
HpOHyH_ITaH)eM IIPUCTUIJIE YeCTHUIe KPO3 MaIr'HETHO IIO/be KaJla he CKpeTambe OTKPUTH IHLEH
ciud (myce win muHyc). CKOPO MCTOBDEMEHO MepU Ce TaJla M CIIUH €MHTOBAHE YECTHIIE
JecHo. Paszmak mamely MepeHux JecTuiia je mpeBesiuk, a BpeMe u3Mehy Mepema mpekpaTKo
na 6u 6mito mra (He GpKe OJ] CBETJIOCTH) CTULJIO OJI jeJJHOT Meperba J0 JIpyror. Pemmmo,
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Slika 1.4: KBanTHa CIIPErtyTOCT.

uwerne na llanmuduky kpehe emucuja, a CIMHOBM €MUTOBAHOI IIapa YECTHUIIA CE€ XBATAajy Ha
JBa Kpaja OKeaHa.

ExcriepumenTu mokasyjy Ja CIMHOBHU JIEBO YHHE CJlydajaH HU3 ([IO3UTUBHUX U HETATHU-
BHUX), IIITO je cacBUM ouekuBano. Meljyrum, Mmepenu ciimnoBu ojrosapajyhux gecrura J1ecHO
Cy YBEK y ITapy ca JIEBUM, IIITO HEje 38 OUEeKUBATH KOJI CACBUM cJIyuajHux jporahaja. Kama rox
je jemaH CIWH MO3UTUBAH JPYTU je HeraTuBaH u 0OpHYyTO. OHM TAKO CJiejie 3aKOH OJIpXKAbha
(HyJsiTOr) YKYIHOI CIIMHA TOI CHCTEMA YUMe JI0Ka3yjy ,paHTOMCKO Je/oBatbe Ha JA/bUHY",
JPYTH U3pa3 3a ,KBAHTHY CIIPETHYyTOCT.

Tpehu npumep KBaHTHE CIPErHYTOCTH, KOjU OBJE HABOINM, IOJIA3U OJ jeaHe mo0po
nmo3Hare curyarnuje y dusunum cydapa wecmuuya, Koja je joIl yBEeK HEIOBOJ/FHO cxBaheHa.
[Tocmarpajmo Heky dectuiy C, m3mehy aBe meHe ysacrtonne umHTepakiumje A u B. Heka
je A onpajame dorona C' u3 esleKTpoHa (KOju Mpesiasu ca jeJiHe Ha JIPYTY JbYCKY aToMa), a
B je cynap emuroBanor dporona ca cienehum emekrpornom. Ha myTy 10 apyror ejgekTpona
¢doTOH HEMa MHTEpaKIHja U JI0 TaJa HEMaMO Ca3Hamba O HPAaBILy HEroBor ojjiacka. Kako
cy caydajHocTu 00jeKTHUBHE, 00jeKTUBHA je HeIpeABUI/BUBOCT Jorahaja B, ma je mo Tama y
oarosapajyhoj mepu nenedunncan u gorahaj A.

Tek makon gorahaja B mecuhe ce ogpehuBame norabaja A. Hakon uzjammasama Oyyher
noraljaja Hacraje Hamewmaroe nPowAOCMU Y CKIIaly ca 3aKOHIMa OJIpXKarba (Mace, eHepruje,
uMIysica, curba). Ako ce goralaj B HuKaja He jecu, Taja ce He CMe JIECUTU HUTU [POMEHa
moHarmama A.

IIpema TOoMe, TOK BpeMmeHa HHje HEKH y3POUYHO-IIOCJIEJIUYHH HU3 JlellaBarmbha KaKo TO
obuuno 3amunubamo. Jlorahaj koju cienu HEuje HemsOeKHA Jie/lyKIuja mpeTxoaHor, seh cy
TO JIBe I0jaBe y HU3Y CAyYajHUX peajusalija Koje cy Mmorje outu u gapyraddje. Jlociemro
[IPUHIAITY BEpOBaTHONE, HEIITO ce JelraBa ,cala’, a He ,Taja’, IpOCTO 3aTo IITO je ca
CTAHOBHIITA JATOr CyOjeKTa TaKo BepoBaTHHje. ¥ HEKOM JIPYTOM TPEHYTKY BPEMEHA UCTOM
cybjekTy he 6uTu BepoBaTHHUja HEroBa HOBA CAJIAINILOCT. 10 je BpeMe, peJIATUBHU Pe3epBoap
norabama. Hajsehy BepoBarnOohy yBek mma Herocpenna OyayhHocT, a Mamy ja/ba, Kao U
npornioct. CrabuiiHa MPOIIJIOCT TOBOPU O HEKOM OOJIMKY 3aKOHA OJIPXKakha PEeain30BaHe
caydajuoctr. OHO IITO je jeJlHOM peaju30BaHO 3a JaTH Cy0jeKaT ocTaje HEeIpPOMEHJHHUBO
U3BaH OKBHPA HEM3BECHOCTHU IIOYETHOI' Y3POKA.

CanuHo je u ca mpocropoM. Mu cMo ,, 0Bl U HECMO ,,TaMO” jep je TaKo BEPOBATHH]E.
Henyjyhu Ha CBOjy OKOJIMHY MEHaMO BepOBaTHONE Tako Ja Pe3y/aTaT MOXKe OUTH Ja CMO
HETJIe TaMo, aJId TJIe TOJI Jla CMO TaJla je TO je 3a Hac HajBepoBaTHHUje MecTo. CBaKO yjia/beHunje
MecTOo nMa Mamy BepoBarHohy. Hose nmedwunuimje npocropa u BpeMeHa Cy CUMETPUUIHE U
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obe mpomsmiaze w3 npuHnuia BepoarHohe. Ilokazahe ce ma je kperame maror cybjekTa
13 IpoNLIoCTH Ka OyayhHocTH nocseauiia pejatuBHo Behe BepoBaTHOhe merose OyayhaocTH
HEro IIPOIIJIOCTH, Kao IMTOo Ne ce olarkame KpeTama JaTor TeJjla 10 JATOj IMyTamn MOKA3aTH
IIOCJIEJIUIIOM peJIaTUBHO Behe BepoBaTHONE HeroBux OyAyNux HEro MpoILIHX IMTOJI0XKaja.

Bunehemo 1a cy oBakBa cxBaTama IIPOCTOPa y CKJIAAY Ca TEOPUjOM PEIATHBHOCTH.
[ITaBure, TpUHIMI PeJATUBHOCTH NeMO IMPOIMAPUTHA W Ha IPUHINN BepoBaTHohe. Hamme,
ako caM ,,0BJe’ W HUCAM ,,TaMO’, a8 OOPHYTO OHaj ,,;JaM0O’ HHUje ,0BJe’, OH/Ia HUCMO Ha UCTOM
MeCTy W Hallla, peJlaTMBHA ONaXkKarmba BepoBaTHoha Hucy wmcra. /JIpyro, oBakBa cxBaTamba
IIPOCTOpA U BpeMeHa Cy y CKJIaJly ca KBaHTHOM crperayTomihy. [Ipe cBera 3aTo mro KBAaHTHO
criperuyTu gorahaju mpeacTaB/bajy y3ajaMHO 3aBHCHE CAydajHe MCXOJe, Te Huje MoTpebHO
JIa ce IPBHU peaju3yje U JIa TaKo IoIla/be CUTHAJI JapyromMe. Hema ,aBeTHI-CKOI IIyTOBaIba
MaTepHujaJHuX CHTHaJa Op3mHaMa BeNWM OJ CBET/IOCTH, a MPUHIUI PEJATUBHOCTU U JAJHE
Baxku. MehyTum, HeMa Buie noucroBehnBama HHTEPAKIje ca IIPEeHOCOM curHaJja. llojase
ce Mory JiermaBaTy (1 uMaTH nocseuie) 6e3 npesoca nndopmanuje. To ¢y cBojcTBa MaTepu-
jaJHOT CBeTa 3aCHOBAHOI' Ha ODjJEKTUBHO] CJIYIajHOCTH.

[IpumeTnMo 1a MOMEHyTa CBOjCTBa MMa CBETJIOCT YHju u3BOp ce kpehe. OHO mTo ce
nasusa JomaepoBuM edeKTOM eJIeKTPOMArHETHIX TaJjlaca, cajla MOXKEMO IOCMAaTPATH U Kao
pejlaTuBHA CBOjCTBa BepoBaTHOha mpocropa. Tajiace m3BOpa KOju HAM CTUXKE BHUJIMMO Ca
Beliom ghpexsenyujom (f) m kpahom manacrom dyostcurom (), a m3BOp Koju o/1as3u 0OpHYTO,
naje HUXKe (DPEKBEHINje U JIy»Ke Tajace, TaKo Ja je

M=, (1.10)

e je ¢ ~ 3x108 m /s Gpsuma ceroctn y Bakyymy. Mehyrum, seha (Mama) Tazacua ry»Kuna
PEeJICTaB/ba TAKBY Pa3Ma3aHoCT (POTOHA 110 TI0JIOXKA]Y, IITO 3HaUn Mamy (Beliy) BepoBaTHONY
HaJlayKea Ha MecTy. Kperarme nusBopa (poroHa cMaTpaMo KpeTameM KOOPINHATHOD CHCTeMa
Yy KOjeM je Taj m3BOp HEIOKPeTaH.

1.1.4 BopHosa BepoBaTHORa

JlyanuzaMm geTepMUHU3MA U CIyYajHOCTH OTJIENa Ce Y eKCTPEMHO] AOC/IEIHOCTH IIPUPOIE
110 TTUTAY allCTPAKTHUX 3aKOHA, & Ca JIpyre cTpaHe y 00jeKTUBHO] HEM3BECHOCTH CYIICTAHIIE.
Csa Marepwuja, IIPOCTOP M BPEMe CTaJIHO HacTa]y u3 Heoupehenoctn m dopmupajy Harry
CaJIAIIIHOCT U HAIl TOK BpeMeHa, Ha 00jeKTUBHO CJIydajaH HAUUH U TO 3ajeTHO ca 6e3yCIOBHUM
IIOBPraBarmeM CBera OCTaJIOT XJIAJIHO] U HEIIPOMEHJ/bUBOj Jioruiid. KoJMKO 9yIHO, TOJTUKO
U KOPHUCHO 3amazkarme. Hamme, ako mOCTyJmpaMmo Ja je CIydajHOCT Oo0jeKTuBHa U Ja0hemo
Herjle 710 3aKJ/by9Ka Jia OHA TO HUje, eTO MHCIHpAIlije 3a MOoHeKn Joka3. 1o je uieja Bojuba
KOJy CJIEIUMO U OBJIE.

CrojcTBa WecTHIle-Taaca, Ka0 U CBUX OCTAJUX CTamha KBAHTHE MEXaHUKE, ojpehyjeMo
manacrom gyrryujom monoxaja r = r(x,y,z) U TpeHyTKa ¢

b = p(r,t). (1.11)

Kasa 6u 6poj 1 npeicraB/bao alcoJyTHO TAYHY BPEIHOCT MaTEepPHjaJHOI CBOjCTBa KOje He
IIOCTOjU KAO AICOJIyTHO TA4HO W OMO peaJiaH, ca TBphemeM ma je i € R, ajrebpa kpanTHe
MeXaHUKe 01 mMaJia Telkolie. 3aTo HmuieMo

b= R(W) + (). (1.12)
Pamnn R(¢) n nmarunaprn J(vp) seo 9 cy peannm 6pojesn (u3 ckyma R), a i = -1 je

KBaJIpaT umazunapre jedunuye. 3a 6poj (1.12) kaxkemo Ja je kommaekcan. Kajia nmaruHapan
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Jieo e unraesasa, J(10) # 0, oHJla He MOCTOjU TavuHa (MepJbHBA) BPEJIHOCT JIATOI CBOjCTBA, &
Taja je Mo0yo KOMILIEKCHOT Opoja

Y] = VR (¥) + T2(¥) (1.13)

Beh O FHerOBOT pPeasIHOT Jea.

JacHo je ma KBaHTHA CBOjCTBa Y MOXKEMO CMATPATH apryMeHTUMa (OHUM IPOMEH/bUBUM
koje Jedununty) seposarnolie P(1)). Ilurame je Moxkemo jin TpaxKuTu 12 1) Oy/e ciaydajHun
norabaj? Tama 6um TastacHe QyHKIHje OWIe e/IeMEHTH HEKOr ,pe3eppoapa’ {2 ciaydajHux
norahaja koju Ou y JaToj cuTyaluju obyxsaTao cBe Moryhe mcxone n 3a mUX OM BarKuJe
akcuomu Kosimoroposa. IIpBa u jpyra akcnoma, CBAKaKO, HUCY CIIODHE:

0<P()<1, P(Q)=1, (1.14)

ajm Tpeha Tpaxu nojammere. Jlpa ciaydajua morabhaja i m Yy Cy HE3aBHUCHA aKO HUCY
KBAHTHO CIIDEHYTH, & ca Jpyre CTpaHe, ako je 36up (yHuja) THUX cBojcraBa, ¥ = 11 + g,
caydajuu jorahaj Koju cajpku cBe ejemerTe cabupaka. Mehyrum, Beh ko unmepgpeperyuje
dorona BuMMO 1a 00a 3axTeBa Huje Moryhe nocruhu.

Ha cyimnu [1.5] BujimMo TaJiac CBETJIOCTH KOjU HAWJIA3U HA IPEIPEKy ca JBa yCKa OTBOPa
KpO3 KOje Ilype JiBa Tajaca Koju 3aTuM uHTepdepupajy u majiajy Ha 3acjoH, (hOTO-ILIOTY,
dopmupajyhu Ha 0] CBET/Ie U TaMHEe KOHIEHTPUYIHE IpyTre. 1o je 4yBeHu eKCIepuMeHT 06a
0Meopa, KOju ce MOKe PAJUTH U Ca eJIEKTPOHUMA UJIN OMJIO KOJUM JIPYTUM UeCTUIAMA, TUME
ce MoKa3yje Jia Cy CBe OHE 3allPaBO U TAJIACH.

HHTepdepeHITH]a

CBCTIIOCT

Z
CBETJ/IE H TAMHE TpaKe

Slika 1.5: MHTepdepeHImja CBETIOCTH.

Pexksin cMO 1a mpoJiacke CBETJIOCTH KPO3 MPBU U JIPYTH OTBOP MOYKEMO JeDUHUCATH
KOMILJIEKCHUM OpOjeBHMa 1)1 U P2 PEIOM, ajd je MHUTame MOrY JIM HCTH IIPeJCTaB/baTH U
oxroeapajyhe ciaydajue porabaje. Owum Oum OmyiM He3aBUCHM CJIydajHud porahaju kajga Ou
[IPOILYIITAEM CBETJIOCTH KPO3 CaMoO jeJlaH OTBOD, & 3aTUM KPO3 CaMo APYTd, JOOUIN UCTH
pe3yaTaT Kao Kaja OU CBEeTJIOCT IIPOIYIITaId Kpo3 oba oTBopa oxjeanoMm. Kao mro 6u
pe3yaTaT Oanama jejHe 1Mo jeHe KOIKe MOpPao OUTH UCTH Ca Pe3yITaToM Oalarma OjeIHOM
o6e. Mehyrum, ekcriepuMeHT ca IBa OTBOPa IOKa3yje Ja ce TaKaB Pe3ysTaT He HoOHja.

CacBuM je pasyMJ/bUBO JIa MPOIYIITAIHEM CBETIOCTH CAMO KPO3 IPBU OTBOP 3aTBapaHeM
JApyror Hema uHTepdepeHnyje U Ja je UCTO OOPHYTO, IMPOIYIITAEM CBETJIOCTH CAMO KPO3
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Japyru orBop. llpuiindHO je pa3syMJbUBO Jla aKyMyJIupaHa CBETJIOCT Ha 3aCJIOHY HAKOH TAaKO
CEeJIEKTUBHOT IIPBOT 114 JPYTOT IPOIYIITamka Hehe JIaTu UCTy CJIMKY Kao OHa KOja Ou OJ1je THOM
mpoJiasnia Kpo3 oba oreopa. 1o he ekcmepuMeHT U MOTBPAUTH, 300T Yera MOPaMo OI0AITUTH
IIPETIIOCTABKY Ja 1 = 1)1 + 9 10OpPO IpejicTaB/ba Caydajun gorahaj cabupaka.

Haswe marahamo. Ako je P(11) BeposarHoha najama $HOTOHA Ha JATy TadKy 3acC/IOHA
HAKOH MPOIyIITama Kpo3 caMo npBu oTBop, P(1)2) BepoBarHoha nasama dboToHa HA HCTY
TayKy HAKOH IPOIYIITamka KPO3 caMo JIPyru oTBop, u Pjo BepoBaTHoha mojase ¢poToHa Ha
TOj TAYKU ycjed nHTepdepeHIiije, Tama je

P41 +12) = P(¢1) + P(12) + Pra. (1.15)

[Tocrapba ce nurame Kako gedununcaru seposaraolie P(1)) a na Gy/ie UCIIYyHeH 0Baj yCI0B U
na Baxke Hecriopuu (1.14) 3a dyuknuje kBauTHuX crama (1.11)7 OaroBop Huje jeMHCTBEH,
a jemHa OJ1 jemHocTaBHUjUX TakBuxX dyHKIMja Beh je mpuxsaheHna y KBaHTHO] MexaHuiu. 10
je KBajpaT MOJIyJia

P(p) = [yP, (1.16)

KOjy je TPeJJIOKIO BOpHE| 1926. romume. Ou je 1954. romune nobuo HobemoBy narpamy u3
dusuke 3a ,byHIaMeHTATHA UCTPAKUBAIHA ¥ KBAHTHO] MEXAHUIIN, IIOCEOHO y CTATHCTHYIKO]
WHTEPIIPpETAINjU TajgacHe PpyHKIHTje .

[Mogcerumo ce ma je * = R(yY) — iJ(¢) xoujyroan 6poj KOMILIECHOr Opoja ¥ u ja je
POU3BO/| KOHjyrOBaHO KOMILIEKCHUX OpojeBa jejHak kBajpary moiysuaa (1.13), 1j.

P =R () + I (¥) = Y. (1.17)
3aro je:
Py +1b2) = [thy + ol = (b1 +1h2)* (b1 + h2) = (W] + b3 ) (Y1 + o) =

= {1 + Yoo + Yo + Yot = Yiahy + harha + hiahe + (Y] h2)”
= [91? + [ha* + 2R (b1 o)

U IIpeMa TOMe

P(1+42) = P(¢1) + P(p2) + 2R(¢1¢2). (1.18)
Yuopehyjyhu ca (1.15) Bugumo ja je uarepdepenTan cabupax
Piy = 2R(Y1¢2) = Y12 + Y391 (1.19)

Mozke ce uspadynaru jna je takohe Pig = 2|11 |[1)s|cosh, rae je yrao 6 usmehy xomiuiekcHUX
OpojeBa 11 U 19 MPEICTAB/LEHUM BEKTOPHUMA Yy KOMILIEKCHO] PABHU.

Kama je yrao 0 = 0 Tajia cy KOMILIEKCHHI 6pojeBmE| napasnesnnu, ¥1l[thz, nata KanTHA
cBojcTBa ce mokJanajy a |1 + e| = |1| + [t2|. Momyo 36upne ocobumne je 36up Mozyia
nojenuanx. Ca apyre crpane, HajBehy pasziuky usmely Momyira 30upa u 30upa MOyJIa j1aje
yrao 6 = 90° kaJia cy KOMILJIEKCHI OPOjeBH OKOMUTH, 11 L 12, U KaJa HeMa HHTepdepeHIije,
Py = 0. ®opmyna Boprose seposarnohe (1.16) jemnako obyxpara cBe Te ciydajeBe, a
KaJia HeMa mHTepdepeHiinje 1aje HajMamy BepoBaTHohy. OzcycTBO mHTEpdEpEHInje 3HATN
[IPUCYCTBO KBAaHTHE CIPErHYTOCTH OJHOCHO y3ajaMHE 3aBUCHOCTU BEPOBATHONA TAJIACHUX
dbyukiwmja, mro Tpeba butn y ckiary ca (1.7).

®Max Born (1882-1970), Hemauku dbuU3MUAD U MATEMATHIAD.
STlonpasymesa ce: BEKTOPHU IIPE/CTABILEHH KOMILIEKCHAM GPOjeBUMA.
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Jomtum ¢MO 10 9yAHOT 3aK/bydka Ja je nHTepdepeHIinja 3HaK HEe3aBUCHOCTH. 10 je
[IOMAJIO HEOUEKUBAHO, ajIu HUje Hepa3yM/buBo. JIBe decTuiie Koje ce Mory cyraparu, Ol0ujaTu
W IPUBJIAYUTH HICY HE3aBUCHE jeJHA OJ ApyTe, 3a Pa3/inKy OJ pPenuMo 1Ba (OTOHA Koja
ce mehycobno urnopuiiy, na uarepdepupajy. Jloruauno? Pasmorpumo To neraspHuje.

3amiTo ce yorrre decrure oaoujajy? [IpBu caBpemenu npumep o0jallmberma TOrIeIajMO
Ha, CJIMIHI Dejnumanosoe dujaepama oa0OHUjama JBa eJeKTpoHa (€”) moMolly BUPTYeJHOr
dborona (), kome fiemo jofaTH U UjEje U3 OBE KibUTE.

Slika 1.6: PejumanoB aujarpa.

EJjtleKTpoH J1eBO cTasIHO HOBPEMEHO eMuTyje BupTyesHe dhoroHe (), KOju HOHEKaJ] Iora-
bajy npyru enekTpon (e”) JIecHO, HA CIIUIH Taxsu BupTyesinn (pOTOHU CY CACTABHU JIE0
€JIEKTPOMATrHETHOT' T10/ba OKO CBAaKOI' eJieKTpoHa. Kaja momeHyTu (poTOH MOTOIU eJIEKTPOH
JIeCHO, 300T 3aKOHA OJ[PYKAHba MMILYJICA 3aTBOPEHOT (PU3NIKOT CHCTeMa (OBJIe TPHO: €JIEKTPOH,
borToH, eeKTPOH), OHJA Ce JIeBU eJIEKTPOH ojbuja JIeBO, a JeCHH JeCHO. AKO je cruH
€JIEKTPOHA JIEBO OO +%, JeCHOT —%, oA je ciimH (poToHa Morao 6uTu +1 U mpoIec oa0ujarba
je y ckyaly u ca 3aKOHOM OJ[p2Karha ciuHa. HakoH pasmene (pOTOHA YKYIHU CIIMH CUCTEMA
JIBa eJIeKTPOHa oreT je ucru (Hyna). [Ipema Tome Huje moryha pasmena BupryesHor hoToHa
u3Meljy jiBa eslekTpoHa jeJfHAKOr crinHa (CIUH €JIEKTPOHA MOYKE UMATH CaMO JIBE€ BPEJIHOCTH
:i:%, crimH GoTOHA caMo JiBe BpeaHoCTH +1).

Huje moryha npomena umiysica, ClinHa, eHEPruje UTH. IPBOI eJeKTPOHA HAKOH OJIjIacKa
BUPTYyeJIHOT (pOTOHA CBe 70 cymapa Tor (GoToHa ca ApyruM ejekrpoHoMm. Cama To camo
[OHAB/bAM M HarJlaimasaM. Hall cBeT ce cacToju o alCTPAKTHO BEIMKOr (GeCKOHAUHO
6eCKOHAYHOI' ) KOHTHHI'€HTA HEM3BECHOCTH U3 KOjer HaM IpUpo/ia 360 IPUHITUIIA BEpOBATHOLe
Kao Ha KaIlMJuIly, y HajMamuM MOryhinM moprujaMma maje Marepujy, mpocrop u Bpeme. OHu
HACTAajy peajm3alujamMa HeKIX O'POMHUX 00jeKTUBHUX HEU3BECHOCTH, KOje CYy HEMAaTePHjaJIHe,
BAHIIPOCTOpPHE U BanBpeMencke. Kao TakBe oHe He O3HAjy HAaIllle OjMOBe ,cana’, ,cyrpa’
W ,,jy9e”, HUTH UM je OUTHO Ja JIK Cy 3a HAC HeKa JBa Jorahaja BpeMEHCKH yIasbeHa JaK u
MUIJINOHUMA TOJUHA. 3aT0 he supmyesnu homor TEK HAKOH CyJapa ca JPYTUM eJIeKTPOHOM
LHAIITUMATH UMITYJIC, CIIMH, €HEePrujy WTI. [IPBOT, YaK W ako 6w m3mely mpBe m apyre
WHTepaKIUje JIeXKAJM MUJMOHN TOJUHA, Ca CTAHOBUIITA HAC MATEPUjAJIHUX, CA OBE CTPAHE
cayuajuoctu. Jlakie, paaumo Ha Teopuju y Kojoj m OymayhHOCT yTmde mHa mpomuioct. 1o
oTkpuhe He 6u Tpebasio ma Oyie 1Mo cebu 00OJHO, aKO Y EbeMy HeMa KOHTPaIUKIIHje.

Ca cranoBuinTa Kiacuine husnke, Kajia HeMa 00jeKTUBHE CIyIajHOCTH Ta je OyayhinocT
JIETEPMUHUCTAYKY oJipehena, BUpTyeaHu (poTOH 61 y TPEHYTKY ITOJIaCKa U3 IIPBOT €JIEKTPOHA
MOTA0 TaYHO 3HATHU IJe U KaJa he ce HAJIA3UTHU JPYI'U €JeKTPOH, Te KpeHyTn Tamo. Omer
HeMa KOHTPaIUKIFje, a HeMa HUTH 1moTpebe ma Oymyhaoct yrude Ha mpornioct. MehyTuw,
TO Ce MPOTUBU OBJIE 3aXTEBAHO] O0jJEKTUBHO] CJIyYajHOCTH.

Y o0be Teopuje mma CMUC/A TOBOPUTU U O OOPHYTOM TOKY BPEMEHa, y CBaKOj Ha CBOj
naumH. Kaja ce u3 mnperxomHor crama HajBehe BepoBarHOohe npehe y cienehe crame Taa
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najsehe BepoBarHOohe, Takohe ce Bpahajyhu masan Bpahamo y crame onja HajBehe BepoBa-
taohe. Jlesyje ancyp/iHo, ajin HAje HapyIIleH IPUHIIAII BepoBaTHONe, HAPABHO y3 IPETIOCTa~
BKY J1a je BuDeme PeaHOCTH jeJHOI U JAPYror nocMarpada (momaso) pasaunanto. To Huje
Bubheme DUIMCKE TpaKe MyIITeHe yHATPAIIKE. 3aT0 U Y 0BOj TEOPHUjU UMa, CMUCIA TOBOPUTU
0 no3umpony KOME je CMEep BpeMeHa CYIIPOTaH OJI TOKA BPEMEHa eJIEKTPOHA, I1a Ha HCTU
HadyuH Kao y Kiburama Pejumana 00jaCHUTH MPUBJIAYEHE €JIEKTPOHA U ITO3UTPOHA.

Kako onyia 1ux j1Ba, KOjuMa BpeMe Tede y CYIPOTHUM CMEPOBUMA, MOTY KOMYHUIIUPATH !
[Iuramwe koju OM IPBU TOCTABUO JPYrOM OYEKYjyhu y CBOM BpeMeHy KacHHje OJIOBOD,
JIpyru Ou JOYKUBEO HAKOH CBOT OJITOBOPa. Dujm 6M Kao JiBa cTapa 3HAHIA KOjU YHAIIPe]
MOry onarosaparu 3Hajyhu Tadso mta he 6utu nurtanu. To Takohe HUje TPOTUBPEYHO AKO
IIOMUCJIUMO KOJIMIKO Cy T€ eJIEMEHTapHe 4YeCTHIle ,uiyle” U KOJUKO OHE YOIIITe HeMajy
oTpeby ma Jeyjy IJIaHUPAHO OPraHu30BaHO.

3aBpIINMO cajia IMPUIY O eKCIIEPUMEHTY ca JBa OTBOpa. Kaja mporyIraMo jejiaH 110
jeJlaH eJIeKTPOH KpO3 00a OTBOpEHa O0TBOpa, 6e3 003upa Ha TO KAKO OWJIU JIyT'M BPEMEHCKHU
uHTepBau u3Mely y3acTONHMX IyIITamba, To Helie nMaTn 3HaYaja Ha HEeM3BECHOCTH (OHE Cy
BaHBpeMeHCKe). EjekTponu unmepgepupajy ynpaso 3aTo MmTO Cy TH jorahaju He3aBUCHU.
Tamue u cBeTsie Tpake mHTepdepeHnje Ha 3acjaoHy Ouhe Yak ¥ jacHUje HEro Kajia CBHU
€JIEKTPOHU Kpelly Ka TUM OTBOPHMAa HCTOBPEMEHO, Kaja he ce mely ejleKTpoHe ymenaTu u
y3ajaMHO OJ00jHE eJIeKTPUIHE CUJIe Koje Ne CMambUTU BbUXOBY y3ajaMHy HE3aBHCHOCT.

1.1.5 BacuoHa u xaoc

Kocmoc, sacuona, cBemMup u yHuUBEP3yM Cy Ipy0O TJIEAHO CUHOHUMH 3a ,H€CKOHAYHO'
MPOCTPAHCTBO MaTepuje, IPOCTOPa U BpeMeHa Koje Hac OKpyxkyje. Bacuona obyxBaTta pasna
Hebecka resa (cauka [1.7) momyT rasakcuja, 3Be3na, miaHera, carTenTa, KOMETa, MOPE]
IIPOCTOpPa U BpeMeHa y KOjeM ce Ta Teja Hajgase. Hben Hama BUJJHPUBHU /10 MMa MIPEIHUK
oko 93 mmmjapie ceemaochux 200una (JyKuHa Kojy cersioct npebe 3a roguny mana), a
cMaTpa ce Jia je HacTaja ,BeJIMKOM ekciuiosujom® (enr. Big Bang) npe oko 13,8 mMuujapu
roguna. Y CBeTy KOju IOYHUIbe Ca IIPUHIUIIOM BepoBaTHOle, MaTepujajHe rpaHulle BACHOHE
cy MecTa rje mpecrajy ciaydajaoctu. To cy mim oHa MecTa Tako Majux BepoBaTHoha Koja
ce CKOpO HMKaJla He Peasm3yjy WU Cy TO MecTa Tako BeJIMKHUX BepoBaTHoNa (360r 3akoHa
BeJIMKUX OpojeBa) jia jorahaju mocTajy JeTepMUHUCTUIKH.

Slika 1.7: Bacuona.
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[Tpunnun BepoBaTHOhE Tepa MPUPOYy HA CTAJHO Oocjobaharbe HEM3BECHOCTH, Ha peIa-
Bakbe IIPBO HAjBEPOBATHU]UX CJAYYAJHUX CTAHA I1a, AKO MOPA, OHJIA I OHUX Marhe BEPOBATHHX.
Kako cy BepoBatnuju jporabaju marbe HEM3BECHU, TO C€ IPUPOIA IMOHAINA Kao JIa IITEIH
cBojy Heojipehenoct. OHa Ipeji HAMa CTAJHO CTBapa MaTepHjy, IPOCTOP U BPEME, MIKPTO,
Ha kKamumuauily. Kajga To IpUMeTHMO JIaKIle pa3yMeMO jOIl jedHy MapaJOKCAJHy CTPaHy
Jyasudma CIydajHOCTH U y3POUHOCTH: CTBOPEHU CBET CYIICTAHIE j&é MHOI'O MaibU OJf HeMy
HACYIPOTHUX AlCTPakTHUX cBeroBa. OH je NCKpa MATeMaTHIKUX IPABUIa Koja cy OecKoHa-
9HO DECKOHAYHA.

N3 nperxomuaor TekcTa je jacHo Jia je Hallla, BACMOHA MHOTI'O BUIIIE OJ CaMe MaTepuje, aju
Ba/bJla W Ja je OHa Je0 HEeKOr jomr Beher yHuBep3yma. llurame je: KOJMKH Je0 u dera?
JlpyruMm pednma, 3alTo TOJUKO MaTeMaTuke Tpeba Marepuju u rie je ckpua?! Carenajmo
neo Moryhmx ogrosopa Kpo3 ciesehe crekyJsarmje.

Peanusayujom neuseecrocmu HacTaje HaIa CAJIAIIBOCT (BpeMe, IIPOCTOP U MATEPUja).
Harommrane cafaimmocT y HOPETKY y KAKBOM Cy HacCTajasie duHEe HAIy IMPOILIOCT KOjy
MM OCTaB/baMo m3a cebe Kpehyhu ce cranno y 6yayhaocr. Beh cmo npumernin j1a Kperame
HEKOI' cy0OjekTa m3 Harne OyayhHOCTH y HAITy HPOILIOCT, KOjU MJE U3 CBOje MPOILIOCTH Y
cBOjy OymyhHOCT, HUje y KOHTPaJIUKIINjU Ca IPUHIIAIIOM BepoBarHOohe. Yak u ako 6u Takas
UIIA0 TAYHO HAITUM KOPAIMMa, yHATPAIIKE, OH O ce HAJIA3W0 YBEeK y HajBePOBATHUUM TaJa
3aTedeHuM cTambuma. OHO MITO je peajn30BaHa HEU3BECHOCT 3a HAC, IbeMY j€ HepeaJIn30BaHu
y3pok. Harrr y3pok je merosa mocjeauna. 3aKOHM MEXaHUKe IIPOMEHOM IIpeI3HaKa BpeMEHa
ocTajy UCTH, OP3UHA CBETJIOCTU M HEMY U HAMa je UCTA.

He Bazxe camo npuHIUIE TEOpUje peIATHBHOCTHA TaMO Kao  oBaMO, Beh Baxke u XajzenOe-
prose penanuje Heonpehenocru. Kaja 6u mocienuia cybjeKTy KOMe BpeMe ujie yHaTpaIKe
Yy OIHOCY Ha Hac Omjia arco/IyTHO TadHO JepUHUCAHA, OHJA OM M y3pOK HaMa OHMO TaKaB,
a TO OM ce MPOTUBUJIO IPETIIOCTaB/HEHO] 00jeKTUBHO] ciydajHoctr. He Mopa cBakm 3aKOH
¢usrKe KOju BaXKW 3a HAC JIa BayKU U 3a Cy0OjekTa KoMe gpeme ude yrampawke, ajid ou omia
qyJiHa HEKa OIIITa HECUMETPHja, M3HEHA/[HA HEPABHOIIPABHOCT TAKBUX IEPIIEIIIHja BACHOHE.
Ty cuazajy u MmoryhHoOCTH JPYrUX CMepoBa BpeMeHa (BaH MCTOT MPaBIA).

Pazyiuke uzmely JleTepMUHUCTUYKE U OBE TEOPHje MOYUIbY Ca MajiOM BEPOBaTHONOM Jia
6u cybjekT morao mpohm yHaszas Kpo3 ucre gorahaje kojuma cmo mu nponumm. [locienura
je ome moTpeba 3a (IPOIUPEHOM) meopujom peaamusnocmu. Ilpupona 6u jeman meo Takse
PA3HOJIMKOCTH MOIJIA 3aTAIKABATH TpeTUpajyhu cBe ejieMeHTapHe decTuile (eJIeKTPOHE)
UJAEHTUIHUM, CKOPO Kao J1a Ha CBETY IIOCTOjH CaMo jeJlaH jeTUHU eJIEKTPOH, a OHJIa HacTaje
IATamke CIOXKEHUX Tejia. Acumerpuje Benx KOJUYInHA MaTepuje ce Takohe MOry MpaBraTu
3akoHMMa BepoaTHOohe. Ha npumep, rnokyimajMo pa3ymMeTn pasJjnkKy ndMehy yKyImHUX KOJIH-
YMHA MaTepuje U aHTHMaTepuje y BaCHOHU noMohy napadoxca augma (B. [5]).

YV HEKOj BHCOKO]j ITOCJIOBHO] 3TPaJIH 3aIIOCEHUIIN UMajy 0bmda]j ga moMohy audTa CKOKHY
U3 KaHIeJapuje y KaHIeJapujy ca cupara Ha cupar. {OpekBeHIHja TaKBUX IpeJia3a ce
cMambyje Ka KpajeBuMa 3rpajie, IpeMa IIPU3eMJby U KPOBY, a IIyTHUK KOju 4deka JudT 6/1u3y
THX KpajeBa BepoBaTHHje Tpeba nhu Ka meHTpaaHoM Jeiy 3rpaje. llapamokc je y Tome mro
he TakaB myTHUK BepPOBaTHUje yIJIeHaTH JUPT KOJU UIE IHEMY y HEIOXKE/HLHOM CMEpy, U3
IIEHTPa Ka KPajy.

Ta mesroma myTHuKa JMdTOM IOCTaje 3rofa y CiIy4dajy cyOjekaTta KOojuMa BpeMe Tede y
CYIIPOTHUM cMepoBuMa. Bujio rie jga cMo OJinke KpajeBUMa BaCHOHE U3IJIEIHU]E je J1a BUIIe
cybjekara mMa UCTH CMED TOKA BpeMeHa Kao MU, Hero cymporan. lIpumernmo ma ce oBako
MOT'y IIPaBIATH U APyTaduji BPEMEHCKN CMEPOBH O KOjuMa heMo MaJjo KacHHje.

N3 objekTrBHE HEM3BECHOCTHU HACTAje MATEpHja, MPOCTOP U BpeMe, TaKO /1a MU HE CAMO
JIa He MOXKEMO BUJIETH HEIIOCPeHe Y3POKe Kpealuje ,ca oHe crpane’, Beh T Kpajibu y3poin
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00jeKTUBHO U He TocToje. Bujio Koju cy0jeKT y BACHOHM OIaka CBOj COIICTBEHU €0, YBEK
ca UCTUM 3aKOHUMa, ajiu Hukaja nejiuny. OH TyDha ,corcrBeHa onaxkama' BN PEJIATUBHO,
omaJjio Japyradnje. llocrasibajyhu y3poke AjHINITajHOBE peJIaTHBHOCTH Ha BepoOBaTHOhE u
omycrajyhn o/ Kay3aJHOCTH Y MEXAHUIIN YOIIITe, CAdyBaTH NEMO CJIUKY jeJIMHCTBEHOCTU U
PABHOIIPABHOCTH CBAKOT Cy0jeKTa y BacHOHM, cxBaTajyhu Oo/be heHe alCTpaKTHE JIeJI0BE U
Be3y ca MaTePHUjaJHUM ITOC/IE/IUIIAMA.

Kana pacnpasumo noderHe rnpobiieMe n3a3BaHe PeaJM3alijoM CJIy4ajHOCTH, OTBapa ce
[ATAakE KOJUKO HAC JAJIEKO PA3JIMIUTOCTH MOI'Y OJIBECTH. ¥ CYIITHHU MMaMO JBE BPCTE
pas3JinKa, OHe Koje Konsepaupajy Kao cBe Kpaha mixXarma KJIaTHa Ka PABHOTEXKHOM I10JI0Ka]y
U OHUX KOju dugepaupajy Kao CyI0MHA HEKOT JIUIA U OKOJIMHE HAKOH MAJIOT IIOKPETa OKHUIada
IyIIKe, peruMo 300r yOncTBa KOHCTPYKTOPa HEKe KAaCcHUje BakKHe rpal)eBuHe uju HaIpOTUB
tepopucre. To cy juieme u Teopuje JeTEPMUHUCTUIKOD Xa0CA.

Slika 1.8: Xaoc - peji caKpUBEH HEPEIOM.

Teopuja :mocam je rpaHa MaTeMaTHKe Koja ce DABHM MOHAIIAIEM JUHAMUIKUX CHCTEMA
KOjU Cy BeOMa OCET/bUBU HA MOYETHE yCJOBE. Y OKBHUPY TOra ,Xaoc' ce cMaTpa HeIUM IITO
U3TJIea HAaCyMHYHO, aJIi OH TO IO CBOjOj CYIITHHU HUje, jep ce Herjie YHyTap Hera Kpujy
IIpaBuJia, IOBPATHE IIE€TJ/be, [IOHABIbAA, CAMO-CIMYHOCTH, (DPAKTAJIN U CAMO-OPraHN30Balbe,
KOje MaJIuM IIpOMeHaMa [I0YeTHUX BPEIHOCTU JOBO/IE JI0 BEJIUKUX PA3JINKa Y KPAJIbUM PE3yJl-
TaTuMa. Y TOM cMuciy je Hamucana (B. [8]) uyBena pedenuna o efexmy aenmupa mpeMa
KOjOj MMOKpeT meroBux Kpuia y bpasumiay Moxke 6utn y3pok TopHaga y Tekcacy. Iluorup ose
Teopuje Easapn ﬂopeﬁnﬁ nedunncao je xaoc (B. [7]) ciemehom pedenunom: ,Xaoc umare
KaJa caJaInmocT oapehyje OymayhHoct, am npubmKHa caJalmbocT He oapehyje mpubnKay
oyayhuaoct”. Ilpema cBemy ToMe, Teopuja xaoca HEje TaUHA OCHOBA OBE KEHHTE.

MaremaTuaka Teopuja xaoca, Kao U BepoBaTHoha, He 6aBe ce KpajibuM y3pOIuMa, CIya-
juoctu. OHe mpecTajy TaMo rJe I0oCTaje BayKHO Jia JIU je Ta CJIyYajHOCT OOjeKTUBHA, WJIU
je camo cybjektupHa. JloBo/pbHO UM je ma 3a one ¢opme KojuMa ce DaBe BaxKke 3aKOHHU

"IoxpasyMeBa ce: TEOPH]ja, JeTEPMUHICTHIKOT XA0CA.
8Edward Norton Lorenz (1917-2008), aMepirdkn MaTeMaTHgap.
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BepoBaTHOhe U yorinTe joruke MmaremaTuke. Beh cmo peksin jia um To omoryhyje tadnoct
UMILUTHKaIje | = T, a OBO jep: W3BaH CBaKe rpylie UCTUHA moctoju jorn uctuHa. Ca gapyre
cTpaHe, TeopHja Xaoca HaM OTKpHBa KOPHUCHA IIPaBUJIa TaMO TJie UX HE OYeKyjeMo, Koja je
YMETHHK IIOKyIIao npukasaru Ha cymnu [I.8

[Ipumep Tux KopucHuUX pesdyiatara je Pemaujesa meopema Kojy mapadpasupam: YBeK
je moryhe mahm Heku KJMIe Ma Kako ce TPYJAMIU Ja CTBApU 3aMyTHMO. AKO JOBOJBHO
MHOT'O HacyMu4HHX objiaka mpohe HeboMm, yBek he Outum Moryhe y muMa yIJieJ[aTH HEKO
yHarpen jarto jure. lenepuryhu camMo HacyMUUYHE DedrM y HEKOj KHHU3H, KaJa KEbUTa
IOCTaHe JI0BOJ/BHO OIIUPHA, y O] heTre HaJa3uTh U cMucjieHe pedenuie. Mehytum oBge
neheMo HAIIPABHUTH JIOTHYKY I'PEIIKY I1a TIOBEPOBATHU JIa je CBa CJYyUajHOCT CATKaHA CaMo O]l
HY?KHOCTH 3aTO IIITO C€ Y MHOIITBY CJIYIajHOCTH yBeK Haly eleMeHTH HyKHOCTH.

PemsujeBa Teopema je Hactasa upe Teopuje xaoca. Ona je Ouia 1eo xomburamopuxe
(Teopuje pacnopehuBama) u nocsenuna ILI/IpI/IXJIeOBorﬂ npunimna (ako umare n € N kaBesa
3a rosiyboBe u m + 1 rosybosa, onja hie 6ap y jemHom kKapesy Outu Gap jaBa rosayba), a
JlaHAC je YecTa TeMa Ha TAKMUUIeHhIMa yiaeHuKa n3 Matemaruke. C 063upoM Ha TO a caMmy
KOMOMHATOPUKY MHOI'M pa3yMejy Kao Jeo Teopuje BepoBarHohe, BepyjeM Ja he u Pem3ujera
TeopeMa CJAUIHO OUTHU JIe0 KBAHTHE MEXaHUKe.

Slika 1.9: Yynau arpakTop.

Teopuja xaoca je HacTaja Ha joIr Jyb/beM Tpaskery HpapuaHocT on PemaujeBux. OHa
OTKpHBA 3aHUMJbUBE IUKIMIHE CTAOUIHOCTH (eKBUJIMOPHjyM) y HECTAOUIHUM CHCTEMUMA.
CrabuIHOCTH Ka0 CKYIIOBUA BPEIHOCTH Ka KOjUMa, CHCTEMU €BOJIYUPAjy Ca IIMPOKOL CIIEKTPA
[IOYEeTHUX YCJIOBA HA3UBajy ce ampaxmopu. 1'pybo pa3Bpcrane, cBe Te BPCTe CTaAOUIHOCTU
JIeJINMO Ha CTaTUYHe U JuHamMudHe. Kaja ce cucrem pa3Buja y TakBe, IpBe HA3UBAMO IIPOCTO
aTpaKTOpUMa, a JPYyre CTPAHUM W YYOHUM GMPaKmopuma.

Ha mpumep, samuciumo wekn rpajauh ca 10.000 cranoBHEKA. 3a CMeINTaj CBOjUX KUTEha
rpagauh nMma jemay pobHy Kyhy, BpTuh, mkosy, oubaunoreky m Tpu 6oromosbe. Uudpactpy-
KTypa UM je IOBOJbHA U JbYIU XKUBe y paBHOoTEKU. MehyTum, Heka KOMITaHUja OJIyIH Ja Ha
npearpaly orBopu ¢habpuky Koja 6u morya mga 3amocsu jorr 10.000 jeymu u ga HAIO pa3Buje
rpaj 3a cmerrraj 20.000 cranoBHEKA. 3aTO ce pajiu HA OTBapaky jOIl jejiHe pobHe Kyhe, na
jorm jemHor Bprmha, IKoJie W Oubjmoreke u jorr Tpu O6oromosbe. VHBecTuTopu mmbajy Ha
HOBY PaBHOTEXKY KOjy HA3MBAMO aTPaKTOP.

Haibe 3amuciaumo ja ymecto gosacka HoBux 10.000 spynu ma mocrojehux 10.000, rpasy

9Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemadxkn MareMaTayap.
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nanyctu 3.000 u y mwemy ocrane camo 7.000 xkuresma. Illedosu npomaje uz pobue xyhe
IIPOIIeHE Jla BbUXOBE IIPOJABHUIE MOT'Yy orictaTu camo ca bap 8.000 myinrepuja, ma ux KpeHy
zaTBaparu. Y MehyBpemeny morpazkiba mopacTe u HeKa Apyra KOMITaHUja OJIy U 18 U3TPAIH
cynepmapkeT, Hajajyhu ce ja he tako npuByhu noBe Joyse. To ce m jiecu, ajiu MHOTU
Beh ozce/baBajy M HOBHU CyllepMapKeT He Mema muxoBe Hamepe. Kommanuja apxku pajmbe
OTBOpPEHUMA jOIII TOJMHY JaHa, & 3aTUM Jiohe /10 3aK/bydKa Jia HEMa JIOBOJBHO Kyllala U
IMOHOBO uX 3aTBopu. Jbyan oncepaBajy, au morpakmma omner pacre. Hexko Tpehu orBopnm
Tproeadku nenrap. Jbymu ce nmouny Bpaharu, asu He y J10B0/bHOj Mepu. Pajiibe ce MOHOBO
3aTBapajy. lIporec orBapama u 3arTBapama Tede U Jajbe, YUMe CaM IPOIEC IMOCTaje HEKO
cTarbe JMHAMUYKe PABHOTEXKE KOjy HA3UBAMO Uy/IHU anaKTOﬂ (B. couky .

Pazmuka n3mehy obudHOr U UyHOT aTpakTOpa je y TOME IITO IIPBU MPEICTAB/bA CTAME
y KOje Ce CHCTEeM KOHAYHO CMEITa, & JIPYTU MPEJICTAB/ba BPCTY MIyTamke KOjOM CUCTEM KJIE
0J1 CUTYyallije 70 CuTyaluje 6e3 KoHaTHOT cmupuBama. [loenxape- Bendukrcorosa meopemaﬂ
KazKe J1a, Cmpart ampaxmop MOKe ITOCTOjaTH CAMO Y CUCTEMHUMA Ca TPU WJIH BUIIE TUMEH3H]a,
WA y JBe JUMeH3Hje aKO IIPOCTOP HUje eyKJIMICKU.

@HS.I/ILIKI/I CUCTEMU MOr'y TEXKUTU U JUHAMWUYIKNM paBHOTEXKaMa 3aTO IITO IIPOCTOP UMa
TpHU AMMeH3uje (y:KuHY, MupuHy, BucuHy). Tamo rue ce dhopMupajy JBOAUMEH3HOHATHO
OHU TI0CTajy craTudau. Ha mpumep, eBosryuja }KUBOTa Ha 3eMJbU MOYKe OUTH Yy JIMHAMUIKO]
PaBHOTEXKU, Kao U Pa3Boj came BacuoHe. HalrpoTuB, maxyJbulle CHETa ce Pa3BUjajy Y CTATHIHE
2—[@ Kpucraje. ATpakTop je m maaacHa GyHKUUje Koja TPEeICTaB/ha TajJace MaTepuje
KBAHTHE MEXaHUKE.

Kama Bemuku 6poj gectunia dpopmupa Imapy Koja je CKOpO jeaHaka MOYeTHUM OIIHjaMa
[ojeJIMHEe 9eCTUIe, Tajla TOBOPUMO O camo-cauvnocmu. OHa Takohe MOXKe OUTH CTATHIHA
(mormyT 1maxyJsbuile) WM JAUHAMUYHA (HOIyT aToMa), M3PaykeHa y HOHABJ/bakby OOJIMKA WM
[IOHAIIIAKA HA Pa3/IMIUTUM HUBOMMA CJIOKeHOocTu. He kKao wmjeHTmuHa Komwuja, Beh Kao
Bapujallja UCTe OCHOBE, MOIYT gﬁpa%ma.ﬂaﬁ Ha CJIAIHA m

Dpakrasy cy BpCTa IIOHaBJbakba 110 JyonHr MuKpo-mMakpo ceeta (B. [§]). Cauuano apyrum
aTpaKTOpUMa, OHU UTHODPHIINY KPajibe Y3POKe CJIYyYajHOCTH U JOBOJE HAC Y WJIY3U]y Ja CY
oAroBapajyhu IMUKJIyCH CBYTJ/Ie IPUCYTHU U yBeK HacTaB/buBu. llomcehajy ma parmmonasite
Opojese y ckymy peannux 6pojeBa. Kaja ce n3 ckymna peaannx 6pojeBa n3dalie HparnoOHaHHA,
PeoCcTa/i PAIMOHAIHY OpOojeBr (PA3/IOMIN) IIUCAHN Y JeIMMaJHOM 00JIMKY yBeK fie nmaru
jemaH KoHadaH Hu3 nudapa Koje ce ODECKOHATHO MOHaB/ba. Ha mpumep genuMaHu OPO)
0,131313... jeanak je pasziomky 13/99. 3a pasiuky oJ| ibUX, UPAIUOHAIHUA OPOjEBHU Cy OHU
KOjU HUKAKO HUCY IIEPHUOIUIHHU.

AmHajiorto, 6ecKOHaUHa IMOHABJbaa (ppakTasa cy Hemoryha, jep je BacCoHa OrpaHUYIEHa,
objacHEMO jorrl jeHOM, 300r 3aKOHa Beaukux OpojeBa: ,lloHaB/barkeM y UCTUM yCJIOBUMA,
dpekBeHnmja CIyIajHOr MCXOJA [IOCTaje CBe BHUINE jeqHaka BepoBaTHohu Tor mcxona’. Ha
npumep, y 18. u 19. Beky npumeheHo je 11a je Ha BEJIMKOM Y30PKY OJIHOC MYIIKHUX U YKEHCKHUX
HoBopohenyuain koncrautau. llpu Tome, 6Poj HHEBHO poheHe MYIIKE U KEHCKE Jere Huje
yjeanadeH, Beh ce TeK y Jly’KeM MMOCMAaTpPaby Taj OJHOC HOYNUIbe CTAOUIN30BATH.

300r 3aKOHa BeJIUKUX OpojeBa cBe Behe cTBapu y BACUOHU O] CACBUM CJIYUAjHUX MOCTAjy
CACBUM HECJy4ajHe, aju U OOPHYTO, CMAbUBAILE Y MUKPO-CBET UMa CBOj Kpaj y 00jeKTUBHO]
caydajHocTu. 300T TOr 3aKOHA U 3aTO IITO HE YKUBUMO y MUKPO-CBETY, UMaMO HJIY3U]y
JeTepMUHU3MAa. YoOUdajeHo IMOTPEITHO BEPyjeMo Jia MaTeprja Koja Hac OKPYXKyje 1 IPOCTOp

0enr, strange attractor - 4yniHE aTpaxkTOp, MaMall.

1poincaré—Bendixson Theorem
P TTymenmo kparko ,2-11% yMeCTo ,,ABOIMMEH3HOHAIAH".
13Fractal: http://mathworld.wolfram.com/Fractal.html
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Slika 1.10: @pakrasm.

y CBAKOM TPEHYTKY CAJIAIIHOCTA UMAjy CaMo jeJaH Moryhu HacraBak kKa OymayhocTn.

1.1.6 [Oumensnje

Yak HaAM W CBaKOIHEBUIA HAIEl MaKpO-CBeTa ITOHEKa]l IOKa3yje /1a ce Ha er3aKTHa
upenubama OynyhaocTu He Bpeu ociamaru. Barajyhu apryMenTe 3a-u-1poTuB arcoJIyTHE
rpejioyipeheHocTr Ipe uim KacHuje MopaMo J0NU JI0 HAJTBPHUX YIIOPHUIITA JIETEPMUHI3MA Y
HayIIX YOIIIITe, a TO cy KiacudHa FbyTHoBa | Mexanuka n AjHIITajHOBa PEIATUBHOCT. 30601
CyMIbe y TakBe II0CTaBKe OWJIo je 3rojHo y Kibusu [2] oxkuseru YPHUCOHOBY jiebUHUIN]Y
JUMeH3H]je.

[Ipema ¥Ypuconosoj aedunuiuju ,ZLI/IMeHSI/IjE{T_S] 6poj AuMeHs3uja Tadke W KOHAIHOT CKYyIIa
radaka je Hysa (n = 0). Ckyn Tauaka je guMensuje n+1 ako 1 camMo ako ce MOXKe Pa3/[BOjUTH
HEKHM HerOBUM IOACKyIoM Oap aumMmensuje n = 0,1,2,.... AKo TakBo pasiBajame HHje
Moryhe, gaTu cKyI je guMeH3uje n + 2 win Behe.

Ha npumep, npasa jimHnja ce y jeiHoj Tadkn Mozke npecehn na nBa fesa (Be mostynpase)
u TO je cbnrypa{r_gl HajMalbe JTUMeH3HUje KOja MOYKe W3BPIIUTHU TakBy mojeny. lIpema Towme,
paBa UMa JIUMEH3HUjy jeJlaH, jep Tadka nMa JUMeH3u]y Hysa. PaBaH ce MOXKe IIPEroIOBUTH
(HajMare) jeHOM TpaBoM (Ha J(Be IOJIyPABHHU), jep paBaH uMa JUMeH3ujy JBa. llpocrop
(My»KuHa, MUpUHA U BICHHA) UMa JIMMEH3HU]y TPHU, jep ce MOXKe IIOJIeJIUTU jeTHOM DABHU a He
MOxKe (DUTYPOM ca Marbe O JiBe JuMen3uje. Kaja 6u npocmop-epeme uMago ,,camo” 4eTupu
nuMeHsuje (TpU IPOCTOPHE U jeJIHY BPEMEHCKY), Kao IITO je TO y CJIydajy MI/IHKOBCKOTE]
Mozeaa paheHoM 3a morpebe Teopuje PeJIATUBHOCTH, Taga OU CAIallihboCT KOja CAIPXKU CaB
(3-MMEH3MOHAJIHY) IPOCTOP BACHOHE Y TPEHYTKY ,,Ca1a’ MOIJIA MOJIEJIUTH BACUOHY HA HEHY

Isaac Newton (1642-1727), enriecku MaTeMaTwdap i (bu3mIap.

15y puconosa nedunnmmja je MaIo Apyraunja, TOMOJIONIKA, Ay OIleT HHLYKTHBHA.
16y reomerpuju purypom Ha3HBAMO GHJIO KAKAB HEIPA3aH CKYI TAYaKa.
'"Hermann Minkowski (1864-1909), maTemMaTHIap HEMAYIKO-jEBPEjCKOI IIOPEKIIA.
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nportocT u Oyayhaocr. TakBo HemTo je Moryhe camMo y MHEPIHjaIHUM CHCTEMUMA.

Jla ce y nHepImjaaHOM CUCTEMY CATOBU MOI'Y CHHXPOHU30BATH [TOKa3a0 je Ajurnraju Beh y
csoM pajy u3 1905. romune (B. [3]). Cunxpornusayuja camosa 3HAUN TAKBO yCIOCTABI/HAHE
BpeMeHa Ha JaTOM IIPOCTOPY Koje fie ce MEemaTH MaJjio-Io-MaJjo, KayKeMO W HEIPEeKUIHO
WM KOHTHHYAJIHO, Ca HEIPEKUHOM IIPOMEHOM MoJioXkKaja. JloOujeHn n3/iBojeHn KOHTHHYYM
IIPOCTOP-BPEMEHA, je cajalnmocT garor npocropa. OH je ,cama’ Tor mpocropa, ,3ajeheru
TPOIUMEH3UOHAIHI UCEIAK [IPOCTOp-BpeMeHa. JlocieaHo nabe, U3 YUEEHUIE J1a Ce CATOBU
y MHEPIHjAJIHUM CUCTEMUMAa MOI'Y CHHXPOHU30BATH U Y PUCOHOBE JleUHUIIM]E JIUMEH3HU]e,
CJIe JIa Ce CAIlIbOCT TUX CHCTEMa HAJIa3W Y YeTUPHU JIUMEH3UOHATHOM IIPOCTOP-BPEMEHY.
To ,cama” ce MyATUILIAIIPA, TIPY2Ka JyK HOBE KOOPJAUHATE - TPajarba.

Wuepuujainu cucreMu cy OHU CHCTEMU KOODMHATA KOJU Cy Be3aHU (MUDY]y Y OJHOCY Ha)
3a TeJia y JeJIHOJTMKOM ITPABOJIMHUJCKOM KpeTamy. 10 Cy Tejla y uHePUUujasiHom Kpemary Ha
Koja (MOzKeMO TaKo CMaTpaTu) He JIeJlyjy BalbCKe cuile 1 Koja 360r Tora He oceliajy yopsama.
Baro moxkemo pelin na je (mpubIMKHO) MHEPIMjaJaH CHCTEM ¥ OHA] BE3aH 3a TeJIO Koje
csioboHO maja y (caaboM) rpaBHTAIMOHOM I110Jby. 10 je caMo ,IpUOJIMKHO MHEPIHjasIaH
cucreM”, jep rpaBuUTalldja IMpUBJIadehn Teso 1o jemHoj ocu cruirhe ra 604uHo. I'paBuramuja
MACHBHUX 3B€3/1a U3JYKYje TeJo ycucanBajyhu ra, Tako Ja ce OHO y CJ0D0IHOM Ay Ka Ih0j
BHIIlE HE MOXKE TPETUPATHU Kao Ja je y MHEePIHjaJHOM CUCTeMY, bap He Y CMUCIY JIa TO TeJIO
He oceha BambCKe cuJe.

Jlakje wHepIUjaJHn CHCTEMHU IPOCTOP-BPpEMEHa MMajy deTupu guMmensuje. Kamga Oum
IIOCTOjA0 CAMO jeJIaH WHEPIINjaTHu CUCTEM OHJia OM BaCHOHOM BIaa0 demepmunusam. CBI
norabaju 6wan Ou npenoapehenn, jep 6u mocTojao camo jeman mpasall mpomeHa. llocTojasa
Ou caMo jeJHA BPEMEHCKa 0Ca KOjoM OM ce pasBHjaia CaJalllboCcT, a To ,cajga’ Ou omer y
CBaKOM TPEHYTKY JIEJIIJIO HAITY MPOIILJIOCT o Halre Oyayhnoctu. Bacumonu kojom 6u B1agao
JierepMuHu3aM He 6u Tpebao npunnun BepoBaTHohe. OH 6u 6MO WIIy30paH, IPUBPEMEH HJIH
b6ecmucsien. MehyTum, y cBeTy y KojeM CMO IIOCTOje U HEMHEPIUjaJHU CUCTEMH, & TaKBe je
HeMoryhe cTaBUTH y caMO 9eTUPHU JTUMEH3H]E.

Ha mpuwmep, y cucremy Koju pomupa uuje Mmoryha cuaxpouuzaiuja catoBa. ok /lekapros
cucreM KoopjmHaTa Oryz poTUpa OKO 2-0Ce, CBe Jlajhbe TadKe oJ] Te oce ce Kpehy cre Opxe,
cBaKa 110 CBOjOj KPY?KHUIIU POTaIije, Ca CBe CIIOPUJUM TOKOM BpeMeHa (peJIATUBHO Y OJHOCY
Ha HEIOKpeTHe Tauke z-oce). Kaja cuaxponusyjemo carose uayhu y jeTHOM cMepy poTaruje
JlaTe KpYy»KHHUIE, jlecnhe HAM Cce BeJMKU CKOK BpeMeHa HAKOH obmIacka Iejie KpyrKHUIE
u JoJacKa Ha moderak. Taj he ckok Omrm Behu ca BelimM MHOJYIPEYHUKOM KPYXKHHUIE,
aju U ca BehoMm yraoHoM OpsuHOM poramuje cucrema. OBa MHade IO3HATa HeMOr'yhiHOCT
CUHXDOHHU3AIIMje caToBa CaJia yKasyje Ha Hemoryhuocrt jedunucama 3-I1 cajgammoctu 3a
oziBajame cBux Oymyhux of cBux mponumx jorahaja maror mocmarpada. Jpyrum pedmma,
peMa Y pruCOHOBO] TePUHUTIN]U JUMEH3H]e, CUCTEM KOjU POTHPa He MOXKE CTATH Y IIPOCTOP-
BpeMe Ca YeTUPH JUMEH3H]eE.

Taxobe, HuTu HHEPIUjAJIHA CUCTEMU KOjU OU ce KPETaIu PA3JIMIUTUM PEJIATUBHUM OP3U-
HaMma (CBaKMU y jeJIHOJIMKO TIPABOJIMHI]CKOM KPETakby ) U KOju 61 360T TOra UMAJIH PA3JInIUTy
OP3UHY BPEMEHCKOI' TOKA, He OM MOTJI CTATU y YeTUPHU JUMEH3HUje IPOCTOP-BPEMEHa, ajlid TO
HUje TAKO OUUIJIEHO Kao y npumMepy potaruje. Vcro je majio jacHuje y mpuMepy IMeHTPATHO
CUMETpUYHE I'paBUTAIlMje, KAKBY CTBapa IUIaHETa WM 3Be3ja. Pajujaino npusiademe Ka
HeHTpy rpasuTanuje (IJaHeTe), Koje pacTe ca Npub/mKaBambeM HEeHTDy, cTBapa cse Behn
OTKJIOH BPEMEHCKe Oce OJi BepTuKaJe (Koja ce IMOKJAla Ca BEPTUKAJIOM CAMO y OJICYCTBY
rpaBuTalje u Kperamwa). OTKIOHN BPEMEHCKUX OCa PA3IUYUTH Cy y PA3IMUYUTHM TadKaMma
OKO IIEHTDA, a CBH Cy YCMEPEHHU Ka IIeHTPY Te uxX Huje Morylie pacropejuru 6e3 (HajMarbe)
TPpU JUMEH31je BpeMeHaA.
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V3rpes npuMeTUMO J1a JIOJATHE JAUMEH3Hje BPEMEHa O KOjuMa OBJIe IMPUYIaMO HUCY OHE
JoJIaTHE JTUMEH3Hje IIPOCTOpa ca KOjuMa Paju Teopuja CprHaIE Hpyro, pehu mga Mmoxemo
(Mopamo) neduHHCATH JIOJ@THE JUMEH3Kje BpEMeHa jOIl YBeK He 3HAud Jia Te JIUMeH3Hje
UMajy jake Be3e ca CBaKOJHEBHOM Hem3BecHolhy. Ty mpasHuHy y HPETXOHOM O0jallhermby
nonymana cienehu npumep moBesyjyhu ciiydajHOCT, epo3ujy U JoJaTHE Y PUCOHOBE JIHMeE-
u3uje. Hanommmem Ja eposuje Kao MOCJENUIE CIYyYajHOCTH MOTY juBepruparu (edekar
JIENITUPa - TEOpUje Xaoca) U KOHBepruparu (Ka CTabUJIHOM CTaiby), aau Ja Cy IIPOCEYHO

JIECTPYKTHUBHE.
3aMuCIUMO J1a je JIeo IPOCTOP-BPpEMEHa YHyTap Heke armocdepe orpaleH 3uioBuMa Koju
HOTILYHO 0/IBajajy YHYTPAIIHocT (Tor 3aTBOpa) o crosbarnmboctu. Llurie, kavMen uim jpyru
yrorpeb/benn rpa)eBUHCKY MaTepHUjajl UMa TPU JUMEH3HUje TPOCTOPa U TaKohe Tpajarbe, o
3Hadn Ja nMma bap derupu mumensuje. l[IpermocraBumo 1a oBu 3umoBu Hehe GecKOHATIHO
Tpajaru, Hero Jia he 3060r epo3uje Ipe Win KacHUje MOMyCTUTu. le 4eTupu JUMeEH3uje Taja
He pa3/iBajajy MpoCTOp-BpeMe, IITO 3HAYN JIa OHO WUMa BUIIIE OJ1 TeT JTUMEH3H]a.
[IpernocTaBuMo OOPHYTO: MOMEHYTH 3UJ0BH he HeCKOHAYHO TpajaTu, octahe HEIpome-
IbeHU 300T OJICYCTBa €po3uje Win Apyrux hakTopa IecTPyKIMje, OH/IA OIET IpeMa Y PUCOHO-
BOj Je(PUHANIIjH IPOCTOP-BPEME He MOPa UMATH BUIIE OJ YeTHPHU JUMEH3M]je, KOJIUKO UMajy
3unoBu 3aTBOpa. Jlakie, epo3uja Kao HU3 HACYMUYHHUX JICIIaBamba Koja PyIle CTPYKTYPY

MaTepHujasa 3axXTeBa BUIIE OJ] YeTUPH JTUMEH3HUje MPOCTOP-BPEMEHA.

Slika 1.11: 3arBOopeHa Kpy:KHa JIMHU]A U IIPCTEH y PABHU T.

Ha cumnum BUIUMO HerTo aHajoruo y 2-/1 pasum 7. JleBo je 3arBOpeHa KpyKHa
JuHUja (IuMeHsuje jeJlaH) Koja MOTIYHO o/Baja obmact A o obsactu B Te paBHH, a JIECHO
je mpcTeH (nuMeH3Mje J[BA) KOjU YMHU MCTO pasjpajame. Mehytum, suauja jeso je durypa
(maj)Mare IuMeHsnje Koja Moxe onBojutu obsact A of B pasan 7. Ilpcereny mecno oxrosa-
pajy 4-/1 3umoBu 3aTBOpA KOju, ¥ CJIyUajy Jia He TPajy JOBOJHAHO, YKa3yjy Ha IIOCTOjare BUIIIE
01 TIeT AMMEH3N1ja IPOCTOP-BPEMEHA.

Tpu numensuje BpeMeHa, 3ajeHO Ca TPU JIUMEH3Wje MPOCTOpa, HUCY CAMO IOC/IEeIUIa,
Bell cy u mpernocraBka ersucTeHIyje o0jekTuBHe ciy4ajHoctu. Kao mrTo cMo BuUesIH, OHe
Cy y U3BECHOM CMUCJIy W IOCJeauiia npuHiuna BepoBatuohe. Ilomro o muma casuajemo
moMohy mareMaTWIKe JeAyKIUje, OHO IIITO HAa3WBamMO BacmoHOM MOpaMoO carjelaBaTi ca
jeqHe crpaHe MOMONY HEIPEIBUJIJBUBOCTH, PEIUMO MaTepPUjaHOT Jiejia CBETa, a ca JIpyre
cTpane moMohy 3aKOHa JIOTMKE KOjuMa ce MOoJBpraBa cBe ocTasio. Bacuona je camo oHaj Jieo

YHUBEp3yMa 0 KOjeM OBJIe YKeJTMMO UMATU HEKY IIPeICTaBY.

1.1.7 CneuujanHa penaTusHOCT
360r HaMa BEJIUKOr 3HAYaja CREyujaite peaamuehocmu, Kojy je Ajamraju objasuo 1905.

POJIMHE T10/] HA3UBOM , EjleKTpojinHaMuKa Tejia y kperamy* Ha HemadkoM (B. [3]), ocepryhemo

'8String Theory: http://superstringtheory.com/
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ce Ha IJIaBHe pe3yJiTare Te TeOpHUje W3 yIjla NPUHIWIA BepoBaTHONe M JI0 cajla YOUeHHX
nocyienuna. 1IpBo je HOBO Bubjeme npocropa. laTo Tesio je Ty rie je 3aTo IMITo My je EeroBO
craHoBuITe HajBepoBaTHuje. OHO MMa JIpyradnja onaxkarma JPYyIuX MecTa OJI Teja Koja ce
Ha TUM MeCTHMa HaJjia3e, Kao0 U OOPHYTO, a jeJHYy OJ] TAKBUX PA3JIMKA IT03HAJEMO 3a TeJa Y
WHEPIHIjAJTHIM KpPETamhUMA.

YobuuajeHe mnpermnocraBke Koje eMo m oBJie mojpasymeBaTu cy ciejiehe. JemHo Teso
MHpyje y MHepIMjaJHOM cHcTeMy KoopiuHara K, a apyro y cucremy K'. Jpyru cucrem
ce kpehie jeJTHOIMKO MPaBOJMHUjCKU OP3UHOM ¥y OJIHOCY Ha IIPBU, a 00a Cy IMPEeJICTAB/bEHU
Iekaprosum npapoyriauM Koopaunatama Ozyz u O'z'y'2" pegom npeu u apyru. Ysumamo
Ja ce y modeTHoM TpenyTKy t =t = 0 oce cucrema nokmanajy, K = K', a ma ce kperame
Jemasa Jyx ancica (z u 2’ oce). Concmeenu nocmampay je OHaj KOJU ATy 10jaBy BHH
Yy MUDPOBAIbY, PEAGMUBHU NOCMAMPGY j€ BUA Y KPETamby.

Jlampe paanmo Heyobudajerno. BeposaTHohy mosoxkaja mpocropa mporemuBahemo momohy
TaJIacHe Jy?KUHe HEKOI IPOU3BOJbHO u3abpaHor ¢oroHa (egekTpomMarneTHor rajiaca). Kaja
ce u3Bop doroHa Hanazu (y MEpoBamy) y cucremy K’ leroa colcTBeHa TagacHa JyKUHA je
Ao = N, a penrarusna, Bubena us cucrema K meka je A. V3 nperxoaHnx pasmMarpama je jacHo
Jla omnazkeHa masacka oystcuna (A) MoxKe 3aBuUCHUTH U o1 G6p3uHe (V) U O cMepa KpeTama
U3BOpPA y TPEHYTKY IOCMATpalba. J3aTHM [IPETHOCTAB/haMO Jia IOCTOjU HeKa (YHKIHja
(v > 1) xoja 3aBucu ox 6p3MHE v TaKBa Ja je NpoceuHa TaaacHa JIyKUHA

A =7\ (1.20)

u jga je v = 1 kaga je v = 0. Hawmwme, Beha Tasacua nykmna 3uHa4yu Behly pasmaszanocT
doToHa Ha Jy)KEM MHTEPBAJIy U IIPeMa TOME Maky BepoBaTHONY meropor mojioxkaja. [IpBu
nocmaTpad ocraje y csoM cucremy (K) jep my nmosoxkaju apyror (K') usrienajy xkao crama
ca MamUM BepoBaTHOhaMa.

Axo BepoBaTHoha yecture u3s K 1a ocraHe y ¢cBOM cucTeMy usHocu P, oHIa joj je BepoBa-
taoha P’ = P/v na 6yne y K'. Beposaruoha na ce jecu ckok u3 K u K' cux n — oo
JecTuIa Testa nponopiuonanta je 6pojy (1/4)™ — 0, ma To y Teopuju BeposaTHOhe 1OCTajE
E€KBUBAJIEHT Hemozyhem dozahajy. 3aro Baxku HbyTHOB 3akomn umepyuje: CBaKO TEJIO OCTaje
y CTamky MHUPOBaFba WM jETHOJMKOT ITPABOJUHUJCKOD KpeTama CBe JOK Ha Ibera He Jieyje
HEKO JIPYTO TEJIO UJIU CUJIA.

Yorre 3a cBe TajacHe IojaBe (MOPCKe Tajace, 3BYK, CBETJIOCT) je MPOM3BOJ| TasacHe
JIy2KUHE U PpexseHyuje jeqHak op3uty maaiaca, na je y OBOM CIIydajy

M o=e, (1.21)

rae je ¢~ 3 x 108 m/s 6pauna ceemaocmu y Bakyymy. U3 Teopuje peslaTUBHOCTH 3HAMO Jia
Op3uHa CBeTIOCTH (€JeKTPOMArHEeTHUX TaJsaca) He 3aBUCH OJ] Op3HMHE U U3BOpPA CBETJIOCTH.
Cumemyjyhn (1.20) nobujamo

f=folv. (1.22)

[Tpoceuna pesnarusHa dbpexpernuja (f) dorona je mama o concrsene (fy).
Kaxko je dppekpennuja 6poj Tpenraja y jeIUHUIN BpeMeHa, JOJa3UMO 0 3aKJ/byUIKa Ja je
peJIaTUBHO BpeMe criopuje o, corncrBenor. OmazkeHu pejlaTUBHU MHTepBaJ BpeMena At je

At = yAty, (1.23)
ako je Aty onrosapajyhn comcrsenn wnrepsas. [{o6uim ¢MO HO3HATY DeJIATUBHCTUYUKY
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dopmyny 3a duaamayujy epemena, TIPH IeMy je

1

"}/:—‘ (1.24)

U2

ez

[ToTcerumo ce na je:
1v? 1 1v?

ml+——+...7 —%1———4'---, 1.25
7 2¢? v 2 c? (1:25)

Ijie He HuIeMo 4eTsBpTe u Buile crerene 6poja ¢ — 0 kaga cy samemapipusu. To cy

MaksopenoBu pa3Boju oBux dyHKIHja (Koeduimjenara) y peiose.

Osu 3ak/byunu cy Beh Ha IIPBU TOTJIE/] TOJUKO YOEUBbUBU Ja UX j€ BEOMa TEIIKO OCIIopa-
BaTH, ajau OHU Cy y (hU3HMIU cacBUM HOBHU Ila NeMO MX pa3MaTpaTh ca pasHHX cTpaHa. Y
HACTABKY MOJIA3UM OJ] 3allazkKarba 0 KBAHTHO] CIIPETHYTOCTHU OBJIE 3AII0UeTUX Xaj3eHOeproBuM
penanujama sHeojgpehenocru (1.8), a 3arum jnaske Ha Apyradnju HaunH. CKaJapHU IIPOU3BOJL
¢, majmamy BpeguaocT Heogpehenoctu (1.9), cama mummmvo

0= Ap, Az + Ap,Ay + Ap, Az — AEA, (1.26)

ca UCTUM 3HaYeHeM Kao TaMO. JacHO je j1a oBa ,reHepasncana Heoapehenoct £ He 3aBUCH O
penarusHe 6psune v cucrema K’y onnocy Ha cucrem K, a 3HaMO Jia je IPOU3BOJ OKOMUTHX
HeonpeljeHOCTH UMITYJICA U IIOJIOXKAja HyJIa.

ITpumep 1.1.2 (Jlopennose Tpancdopmanuje). ITokaszamu da je

Apl, = v(Aps ~ BAp) Az’ =y(Ax - fAct)
Api =v(Apy - BAP), Act’ = y(Act - BAx),

2de je v2(1-p%)=1. Ca B = 2 060 nocmajy Jlopenyose mpancgopmavuge.

(1.27)

Jloxas. Heonpehenocr (1.26) je ucra y 06a cucrema K u K', na umamo:
¢ = Apl,Ax' — ApjAct’ =

=v(Apy — BAPy) - v(Az - BAct) - y(Apy — BADP,) - v(Act - BAZ)
=~2(1 - 8%)(Aps Az — ApAct) = £,

jep je ApyAct = Ap;Ax = 0. U3 unsapujanruocru, ¢ = ¢, cienn v2(1 - $2) = 1, mro je n
Tpebasio mokazarn. Murepnperamyja Jlopermnosnx kperama gaje 3= 2. O

[IpuMmerumo 1a y IpuMepy He /1ajeMo OCeOHY BPEIHOCT PEJIaTUBUCTUIKOM KOCPUITUjEHTY
rama (1.24) HUTH KOPHCTHMO IIPETXOJHUX I1ap pe3ysrara, Bell IpeTnocTaBbaMo cuMempujy
y HaumHy TpaHcdopmucama Heoapehenocrn umimysca u nosnoxkaja (1.27). To paaumo 3aTo
Ja 6ucMo KoepUIUMjeHT Y MOTJIM WHTEPIPETUPATA CJIAUYHO U y AHAJU3U OIIITE TEOpHUje
PEJIATUBHOCTH.

Jomn BakHMja HaIlOMEHa je Ja MMPEeTXOAHU MHTepBan AT U Jajbe, HUCY PacTojaiba Koja
yobuuajeHo Kopuctumo y juHamuiu (Teopuju pesarusHoctu), el cy To Heoapeljenoctu
rmoJioYkaja y3ere u3 KBaHTHe MexaHmke. [la mnak, 3Hamo ja, Jlopenrose Tparchopmaiiuje
Bazke W 3a pacrojama u 3a came JlekapToBe mpaBoyriie KOOPIMHATE:

2 =v(x-Bct), y =y, 2=z ot =v(ct-px), (1.28)

npernocras/berux cucrema K n K'. Oryna Ha no3HaT HauuH J00MjaMo 18 JLy?KHHY INTaIa,
y KpeTamwy BHJIMMO KpalloM HEro y MUPOBAbY.
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ITpumep 1.1.3 (Kourpakmuja myxkuna). [lokasamu da je peaamuena OYHcura Yy npasuy
bp3ume v U 0KOMUMO Ha 6P3UHY, pedom:

Ar=Arg/y, Ar,=Ar, (1.29)
2de je Arg odeosapajyhia concmeena yscuna.

Pewerve. Y Jlopennosum tpancdopmarmjama (1.28) nzabepumo aBa MecTa Ha AlCIICAMA U
dbopmupajmo conerseny Arg =z — T U peJIATUBHY JyKUHY Ar” = X9 — X1 UCTOBPEMECHO,
At =ty —t1 = 0. Oryna npsa jeanakoct. Jpyry mobmjamMo aHAIOTHO, Kaja OupaMo JIyKuHe
Ha opjMHaTaMa (y-ocama), UM alimKaraMa (z-ocama). O

Penarusna u corcrBena omnazkarma BepoBaTHONA, Op3UHE IPOTUIIAIba BpEMEHA, Ty KUHA Y
IpaBIly KpeTama, 1a U CaMOT KpeTama, Pa3/ninuTa cy y JBa cucrema. Mnax cy To nmpemajiene
pazsuke j1a 6u HaM OuJIe HEOIIXO/He HOBE JUMeH31je BpeMeHa. JlopeHrose Tpancdopmarimje
ce OJTHOCE CAMO Ha WHEPIUjAJHE CUCTEME Y KOjUMa MOXKEMO 3aHEMAPUTH JeJI0BAE BAECKUX
cuta, a 6e3 cmia Hema moTpede 3a JIOJATHUM BPEMEHCKHM JguMeH3ujama. MehyrTum, Tama
CMO Ha KOpakK OJI Ipyrux (peHOMeHa KOjU My 3ajeIHO Ca CHIaMa.

Cxparumo jiu FbyTHOBY nHepIHjy OyKBAJIHO Ka0 AE€HOCTN MEAQ, OHJIA OUEKYJEMO JIa Pesla-
THUBHA Maca M TeJia pacTe ca yCIopaBaibeéM BpeMeHa, OIHOCHO JIa je

m = ym, (1.30)

rze je mg concrBeHa Maca (JIEHhOCT) jaror Teja. Vmirysc Tesia p = mu je Hpou3BOJl HBerose
mace u Op3une. OBakBo noBeliame Mace MOXKeEMO pa3yMeTH IloBehameM eHepruje resa 3a
U3HOC OTPOIIIeHe eHepruje y nporecy nosehiama mwerose 6psune. Tako je ykynua (pesaTusHa)
eHepruja

E =~E, (1.31)

rie je Eg enepruja kojy je Teso umajio y MmupoBarby. Yuopehyjyhu oBo ca oHum Imro 3uamo
u3 KJlacuaHe (pU3NKe, 14 je KHHeTUIKa eHepruja Tejia Fy jeHaka pas3juiy yKyIHe eHepruje
KOjy TeJI0 MMa [P TPAHCIAINKjU OP3MHOM v U eHepruje TOT Tejia Y MAPOBAILY:

1 2
Ek:E—Eb:Cy—DEbNE%Ih (1.32)
C
1

rje kKopuctumo anpokcumanujy (1.25), a satum u Ejy = imovz, nobujamo Fy = moc? y
COIICTBEHOM CTalby, & 3aTHM YOIIIITE:

E=mdc® p*c=E*-(moc®)> (1.33)

[IpBa je mosnara peaTuBUCTHYIKa (POPMYJIa KOja IMOBE3yje eHePrujy JIaTor TejIa Ca HBEerOBOM
MacoM M OP3MHOM CBETJIOCTH, a JApyra ce JI00uja u3 me.

ITpumep 1.1.4 (Enepruja nomohy wummysca). ITokazamu da je dpyea dopmysa y (1.53)
masma.

Pewere. To cnean u3 p = ymov, 3aTuM:

2 2 (v? 4 2 4
2o _mivic  misct mO(C_Q_l)C T Mo¢
p C = v2 = U2 = vQ s
1-= - 1-=
p2c? = —mgc4 + (mc?)?,
a OTyJa TpazKeHU pe3yJiraT.
yaa Tp pesy. O
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Ho6po cy nam nosuara tadnuja (1 onmupHuja) usBohema oBux hopMysia yHyTap Cler-
jasiae Teopuje peiaruBHocTH. OHO IITO HAM je OBJIe TOTPEOHMU]E je BbUXOBa Be3a Ca CJIydajHO-
mhy. Ha npumep, nmomumasm ¢cMO JBe BpCTe IpaHUIla BaCUOHE. JeJHa je y BeoMa BeJIUKUM
TesMMa (3aKOH BEJIMKUX OpojeBa M IOYETaK JETEPMUHU3MA), a JApyra je y BeoMa MaJjiuM
(mpecraHak cBake M3BECHOCTH). AJIM caJia BUJMMO Jia Cy ¥ IPBa U JpyTra rpaHure ca (CKopo)
beckonauauM eHeprujama. IIpBa je pernmmo xopm3oHT morabaja mpHe pyme, a Ipyra je y
BeoMa BeJIMKUM eHeprujaMa IOoTpeOHUM Jia ce JI0OCerHy Beoma MaJie BpejgHocTu. Kao na je
Hallla BACHOHA €HEePreTCKa MPAa3HWHA, 8GKYYM Y HeTeMy.

1.1.8 Cuna

Kaza tesio oceha nejerso custe oHo ce He Kpehe mnepnumjasno (mojam ,uHEpIujasHo”
je oBJle MaJIo ImHMper 3Hadera oJ1 3BanngHor) JlopeHiose TpancdopMaImje CuIe CMaTpaMo
Henoy3aaaumM. CrierujajHa Teopuja peJlaTUBHOCTH 3ajeHo ca JlopeHoBuM TpaHcdOopMaIim-
jaMma je orpaHmYeHa Ha WHEPIWjaJHa KpeTama KO KOjuX Teja He ocehajy 1ejcTBO cumia H,
HajOJIaXKe pedeHo, IUXOBY YIIOTPEOYy y IMHpPEeM KOHTEKCTy Tpeba IMaxK/bUBO PasMaTpPaTH.
[TosnaTn mapamokcu crermjajHe Teopuje PeJaTUBHOCTU HACTajy, caja HarjamasaM, 300r
MeIlIamba CUJIe Ca WHEPIUjaAJTHIM KPETAHEM.

Hapadokc bauzamnaya je jeman takas npumep. To je jeIHOKPATHO YIUIUTARE CUJIE y
edekTe auaTaluje BpeMeHa crenujasiae pegaruBaoctu. [Ipsu ox 6pahe 6imsanara octamne
Ha 3eMJbH, & APYTH KOCMUIKUM OPOJIOM OTIYTYje jeHOJIMKO ITPABOJMHIJCKHU JIO0 HEKE JTajeKe
TauKe y BACHOHH, a 3aTHM Ce TakKohe MHepIMjaJiHO BpaTw Has3ajd Ha 3emsby. Jlok ce Tamo
U Ha3aJ, KPEeTao HEKOM KOHCTAHTHOM OP3MHOM y OJHOCY Ha HpBOr Oparta, JIPyTrH je cropuje
crapuo carjiacHo Juuiaranuju pemena (1.23). MehyTum, npemMa IpUHIUIY peJaTHBHOCTH,
cBejeqHo je pehm Koju ce Kperao TUM jeJHOJMKUM Op3umHaMa, IIa OW y OJHOCY Ha JAPYror
6pata u npBu Tpebao butu maahu carmacuo ucroj munaranuju. IlapagoxcaaHo je mtTo cy Ha
Kpajy JiBa OpaTa HAa 3eMJbU Ca HAU3IJIE]l TPOTHBPEUHUM TYyMademUMa.

YV 0BOM HApaJIOKCY Ce jeJHOKPATHO II0jaBJbyje Cruiia, IOTpebHa 3a OKpeTamhe cMepa bp3uHe
Apyror O6paTa, Kajla HeroBO KpeTamhe HUje Omimo mHepnujasuo. ok apyru Opar ozjasu
ca 3emsbe BpeMe My Tede cropuje (01 BpeMeHa HpBOT GpaTa) W OH CBE BHUINE 3a0CTaje y
nponuiocTu. Y OOpHYTOM CMeEpy, JOK ce HMpuO/IMKaBao MPBOM, OIET MYy jeé BpeMe TeKJIO
criopuje aju je oH TaJa 6wBajao y OyayhHOCTH CcBe OJIMKOj IIPBOM IITO je MPUIA3UO0 OJIMKe,
Jia OU ce y TPeHYTKY CTHU3atba Ha 3eMJby EbUXOBE CAJAIOCTH U3jeHaqdnie. 1o 3Ha4Iu jia ce
MPUJINKOM jeTHOKPATHOT JIejCTBa CHJIe, 38 OKpeTarme cMmepa Op3uHe 3a 180°, cMamuo jegaH
BPEMEHCKH [IEPUO/T XKUBOTA, JI CAMO JIPYror 6paTa PeJaTUBHO y OTHOCY Ha MPBOL.

Cuna je Bexktop F ca mpaBrem, cMepOM U MHTEH3UTETOM KOjU C€ MOXKE YIOTPeOUTH
3a jiobujame (MHGUHUTE3MMATHOr) KOpUcHOr paja dE Ha (unHbunnTesnMmagHOM) myTy dr,
mpeMa peJIaliyju

dE =F -dr. (1.34)

Paj je ckanapuu npousBoj, BekTopa cuiie u myta. OBa pesanuja je u3pa3 3aKOHA OJIpKaba
eHepruje u y TOM CMHUCILY je omrntuja o Jlopennosux Tpancdopmariuja. Mu e Tpancdopma-
yje 3a caJla UTHOPUIIEMO, ajld U Ja/be KopucTuMo osHake K m K' 3a nBa umHepnujaama
cucrema koju ce kpehy yzajamuom Op3unom v.

Kowmnonenra penarusue cuie F| napasesnna BekTopy OpsuHe v Mopa OUTH y CKJIaJy ca
penaTuBHOM JyzuHOM dr| u eneprujom dE u3 dopmyre (1.34). Otyzna npea o dopmyia:

Fy=+*F, F, =h. (1.35)
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Jpyra jenaqnHa fgaje peJaTHBHY KOMIIOHeHTy F|, OKOMUTY Ha cMep KpeTamba. Oarosapajyhe
KOMIIOHEeHTe collcTBeHe cusie cy I u Fy. To je TyMaueme Koje 0BJie HPOMOBHIIIEMO, HAKO je
OHO HPUJINYHO OOPHYTO O] JaHAC HO3HATOT.

Ha mpumep, HeKa cy Tesla Maca mq U Mo Ha dukcupanoj mehycobuoj ynamenoctn r. U3
IbyTHOBE MeXaHUKe 3HAMO Jia Ce OHA y3ajaMHO IPHUBJIAYE 2pacUmaluoHOM CUAOM
mimsa

rz

F=G (1.36)
e je G = 6,674 x 107 m? kg™! 572 zpasumayuona xonemanma. Axo cy Ta asa Tesa y
cucremy K'| mocroje nBa excrpeMua onaxkama u3 K, Kaja Cy Tejga Ha MpaBIly BEKTOPA
Op3nHe W KajJa Cy OKOMHTA Ha Taj TpaBall. 300r KOHTPAKIHje IyKHHE CAMO y TPaBILY
6psune (1.29), mobujamo 3a oarosapajyhe KOMIOHEHTE I'DABUTAIMOHE CHJIE CAIJIACHOCT Ca
(1.35). OunruiesHo je Jia UCTH 3aK/byYaK BaykKU 3a CBe IIPUBJIAYHE WM OJ00jHE CHJle KOje
omaJiajy ca KBajparoM yjaasbeHoctu. Ojicrynama o 0BOI cMarpaheMo IMOCIe UIOM Haller
HEJIOBOJLHOT TIO3HABAIHA IIPUPOE CUJIA, MECTUMA Tie (PpU3NKy Tpeda MOmpaBbaT.

Pasmorpumo cimuan pesysirar, cajia 3a TpousBoj Mace u yopsama (Fg = ma) perarusuo
y opHOCY Ha npoMeny umiryiica BpemeroM (F = dp/dt). 3a uecruiy mace m umamo:

dv dp (1dp pdm) dp pdm

- - - &p _pdm 1.37
ma=im mn mdt m?2 dt ( )

it dtm
V3emu cMo y 063up Jla ce Maca yOp3aHe UecTHIle Mema, a BEKTOp ybpsama a = dv/dt je
OJTHOC BeKTOpa Op3ute u BpemeHa. [lopes Tora, BEKTOp UMITYJICa je TIPOU3BOJ Mace U OpP3UHE,
p = mv. llpema Tome, cuna medpuHECAHA Kao TPOM3BOI Mace W yOp3ama, HUje MCTO IITO
u cuna F = dp/dt kao npomena umiryjca BpeMeHOM. Y HACTABKy IPBY TPETHPAMO Kao
,COIICTBEHY"' & JIPYTy Kao ,peJIaTUBHY".
Yuorpebpasamo penarusucrudke penanuje (1.33) y kojuma ce He mojaBbyje Gp3uHa
(excrmumurHo). U3 apyre nmamo E? — p?c? = const ofgakiie y3uMaMo H3BOJI:

dE dpc dE. p dp, P 9
oBY” —ope. Pl 2P P2 P po2
a P " @ TE @ e
Yepcerumo y (1.37) u gobujamo:
ma:F—EHE-F:F—X(X-F) (1.38)
EFE FE c\c

Cune Fg = ma and F = %p HHUCY WCTe, aJIl Ce MOTY pa3/iBajaTH Ha II0 JIBe KOMIIOHEHTE,
rapaJjiesany Op3uHu u oKOMuTy Ha 6p3uny. Konadno, u3

2
ma:(l_c_Q)F||+FJ.a (139)

nobujamo carmacuoct ca (1.35). PenaTuBra KOMIOHEHTa CHIe TapaJiesa OP3UHE V pacTe
IIPOIOPIIHOHATIHO Ca Y2, JOK pPeIaTHBHA KOMIOHEHTA OKOMHTA Ha ODP3HHY OCTaje jejlHaka
,corcreeroj. OBo je 0OpHYTO O HAUMHA KaKO KCTE CHJIe TPETUpa caBpeMeHa (PU3UKA.

Cuita Macu j1aje yop3atbe Tako J1a, U3 Pa3InduThX IPaBalia IOCMaTpaHa CHIa Y KPeTamby,
MOXKE€ CTBapaTh OUTHO pa3juduTe peJIaTHBHE PEeaIHOCTU Koje Huje Moryhe ocTBapuTH y
ycaoBuMa, Jlopermnosux Tpancdopmannja. V3 nmpuMepa mapaokca Oan3aHala ce BHIU 14
Te cujie MOry OMTH jeJJHOKpATHE U CHasKHe, &Il MMa U IPUMepa KaJjla cy Te cuje bJare (aam
yIopHe) 1a oner ebuKacHe y Membarby ePIeHIije PeaJHOCTH.
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Herununvan npumep (J1okasiHo) 6iiare u CBEIPUCYTHE CUJIE je KOCMOAOWKG 0000jHa CUIIa,
Koja je jomr yBek HeoOjammena y dusunu. Caja hemo je mokymraru pasymeTu momohy
MPUHIUIIA BepoBaTHONE, OIHOCHO O0jeKTHUBHE CJyYajHOCTH, 38 KOjy CMO PEKJIH Ja He Ou
uMaJjia CMHUCTIA YKOJMKO MpUpoja He Ou mmaja cuia. lIpermocraBuhemo ja YumbeHUIE 0O
MIUPERY CBEeMHUPa jOI yBEK HUCY JOBOJBHO IOY3JaHe, Ia HACTaBaK KOJU CJIEIN TPETUPAjTe
Ka0 TECTUPaIbe MIPETXOHUX PE3YJITATA.

Mebhy mpBuMa 3a Hac 3HaYajHUM KOCMOJIOIMIKAM OTKpuhnMma je XabjoB 3aKOH KOJjH Ce
CMaTpa OCHOBOM 3a IIOCMATpalba IMIMPEHha BACHOHE, a JAHAC je jeJHa O Hajbo/bUuX IMOTBPIA
3a eH Mojiest mpema (Big Bang Mozen), npukasan ciaukom . Nako ce orkpuhe mmupema
BaCHOHE yIJIaBHOM Iipuriucyje Kiasuny Xa&ny@ Ta 10jaBa je IpeaBuheHa paHuje, IPUIoroM
OIIIITOj Teopuju penaruBHocTH 2KopxKa ﬂeMeTpam 1927. ropmHE y KOjeM je OH Cyrepucao
HE CaMoO Iupeme BacuoHe, Bell je m3HEO u IpolieHe OP3WHA TOT MIUPEHa, JTaHAC [T03HATOM
Xabaosom KOHCMAHMOM.

+ 1000 Kt
B00KM
35 <
£ Z
3 27 o e
g [ ]
o .‘.
DISTANCE
] 0* PARSECS 290" PARSECS

Slika 1.12: Bpsuna ca yaajbenorihy, npema Xabay 1929. rogune.

ITpema XaboBOoM 3aKOHY je IIpocedHa OP3UHA yIa/baBaiba TaJaKCHje OJ Hac
v=Hyr, (1.40)

rae je Hy = 72 km/s/Mpc korcranTa nponopruonagsoctu (Xabuosa KOHCTaHTa, anKa,
T je Hallla ,COICTBEHA YIAJbeHOCT O]l HAC yJlajbeHe rajakcuje (Koja ce MOXKe MEHATH TOKOM
BpeMeHa) y KIJIOMeTPUMa, a U je mheHa Op3uHa ylabaBama y km/s. Jenan meranapceex (Mpc)
je Mepa 3a yIa/beHOCT jeHaKa MIJINOHY apceKa min 3,26 MIJINOHa CBETJIOCHUX T'OAUHA, IIITO
je oxo 3,09 x 10 km. Permunpouna speamocr 1/H, nasusa ce Xaba060 speme.

Ha upumep, easakxcuja Angpomena (M31), koja je ca TaMHUX MeCTa BUJJbUBA U TOJIUM
okoM, Hasasu ce oko 0,89 Mpc on Hac (2,9 MHUIMOHA CBETJIOCHUX TOJMHA), & OHA je CaMo
jenna om ckopo 50 mozunaTux u3 JIokamuux rajgakcuja Jonupanux 2 Mpc oko Muegynor myTa.
['pyne koje unne rajakcuje uMajy tunmndao 1-10 Mpc y npednuky, 10K cy cyuep rpyme (HIp.
cyneprajakcuja Bupro) npeunnka oko 100 Mpc.

YEdwin Hubble (1889-1953), aMepiyki acTpoHOM.
20Georges Lemaitre (1894-1966), Gearujcku busmaap i CBEIITEHHUK.
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Slika 1.13: CaBpemeHe NpoIeHe y1a/baBatba TAJTaKCH]ja.

Ca cTaHOBHIINTA HAIKAX JOCAIAIIBIX PA3MATPambha, Y XOMOI€HOM H30TPOITHOM CBEMUDY je&
JIOPMYIHO IIPETIOCTABUTHU €r3UCTEHIIN]y HEKe CBeNprCyTHE (HIp. KoHcTaHTHE) cmite Fy # 0, jep
OmcMO y MPOTUBHOM MMAaJu JAeTepMuHu3aM. [lorceham, rae Hema cujie — HeMa CJIyYIajHOCTH.
[Ipumerunmo ja je To pazsimyanto of Jlemerpose n XabioBe XuIorese Jjia je CBEMUP HACTAO Y
jeJTHOM TIPacKy, a 3aTUM Ce IMUPHUO Oe3 JieJioBama cTatHe onbdojue cuie Fjy.

Yopeaumo 0BO ca XabJIOBUM 3aKOHOM, Kopucrehu Gopmysly 3a pejaTuBHY €HEpPrujy

(1.31) n nedunurujy cue Fj = % = % = %. [Mpumernmo ja je:

dE d 1 EoHyv EoHZ
A b = e @ 4y
-E e(1-5)

rae je 7o COIICTBEHA AYXKHNHa IVIEJaHO Ca 3BE3JIE. Caﬂa MO2KEMO ITHCaTHU:
2
F“ :F()T'()"y , FJ_ :Fb7 (142)

rue je Fp = EgHg / ¢ cuna KOjy IIPOU3BOJIM YECTUIIA Ca COICTBEHOM eHeprujoMm FEj, Koja naje
Op3WMHY rajlakCuju, jeJIHaKa OKOMUTO] cuiu F| = const, ruiemano ca 3emibe. Tako gosiasmmo
no koucranTHe cuie (Fjy = const.) BacmoHe, Koja ce CBYTJe B/ jeJIHAKO KAO COIICTBEHA,
ajJu He W KaOo PejaThUBHA. Y MPaBIly MIUPEHha Ha MECTY JaTe TajaKChuje Ta Ce CUJIa BUIU
ysehaia nponopimonaino peiarusuctuakoM baxropy (2) u concTsenoj yuamenoctu (1g).
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VY padyHy je KOPUIITEHO Jia je COIICTBEHO PaCTOjarbe IPOIOPIIMOHAIHO COIICTBEHOM BPEMEHY
(to =70/c). OBu 3aKsbydIy Cy jOII yBEK HEIO3HATH CABPEMEHO] (hU3MIIN.

Masa koncranTHa cuiia Bacuone (Fj) ca moapasymeBaHOM 0GJeKTUBHOM CJIydajHOIINY
YUHU JIa Ca PA3IMIUTUX MECTa IMOCMaTpaHa UCTa TajJaKChja UMa Pa3InduTe peajHe pa3Boje.
[TpBe pasiuke Yak u ako 3aI0YNILY BEOMa MAJIIMM KOpaluMa, 300r ,edekTa Jientupa’ Teopuje
Xa0ca, BpEMEHOM MOT'Y €CKaJIMPATH y OUTHO Pa3IUIUTUM BPEMEHCKUM IIPABIIAMA.

1.1.9 KomnToHoB edrekaT

KOMHTOI—E je cBojum exkcriepumenToM 1923. rojube a0 10 TaJa HajyOeJbUBU]Y TOTBPILY
qecTUvHe Npupoje paaujanuje. Pacumajyhu X-3pake ciaobomamx GpoTOHA, OH je OTKPHUO 114
cy Tamacue gayxkune N pacyre paaujanmje sehe o TasacHe Jy>KuHe A\ yllajHe pajujaluje,
npukasane Ha caunu [[.14 Hayuna 3ajennuna je IpuxBaTHIa MUILBEHE Ja CE TO MOXKE
00jacHUTH caMo TPETIIOCTABKOM Jia ce X-3pake (hOTOHa MMOHAIajy Kao YeCTHIle 300T Jera je
Kowmmron mobuo Hobenoy marpasmy 3a dusuky 1927. romume.

Yuaaun dboron () monas3n ca jeBe cTpaHe Ha JIaToj CJIUIM, ca eHeprujoMm L, = hv u
umIrysicoM |p| = hv/ec. On ce cynapa ca exekrpoHoM (e”) xoju mupyje (umiymnca pe = 0).
Hakon cysapa, doron ckpehe za yrao § u onyiasu ca mvimyscom [pl | = hv'/c, nox ce enekrpon
ozbuja (y mpaBIly CTpeJmIe) ca UMILYJICOM PL.

Slika 1.14: Kommnronos edekar.

N3 zakona omprKamba eHepruje U UMILYJICa CJIEIU, PEIOM:

E7+E6=E;+Eé, p,y+pe:p’w+p'e, (1.43)
hce 2 hc 7 \2 212 2 2 2 /
5% +MeC” = ~ + \/(pec) +(mec?)?,  pe =py+p5 —2pyp., cost, (1.44)
2.2
(Pee) = (50)% + (50)° + (5 = 3)2hemec® = 257, (1.45)
( 10)2_(@)2_’_(@)2_2}1%20%0 :
Pe€) = UX N PV
VuopehupameMm 1Ba 100ujeHa pe3y/iTara HAJTA3UMO
h
A=) -)\= (1-cosb), (1.46)
MeC

2! Arthur Compton (1892-1962), amepuuxu dbusmyap.
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a TO je NpPOMEHa TajacHe JIyKUHe pacyTor (pOTOHa y OJHOCY Ha VIaIHy Koja ce Ha3uBa
Komnmonosa npomena.

Kazga je 0 = 0, Tama je AN = 0, mTo 3HaYW Ja HeMa [IPOMeHe TajlacHe JIy:KuHe (POTOHA
1 HeMa IpoMeHe eHepruje GpOoToHA, Ia HHje OWIIO cyJapa HUTH €JIeKTPOHA Ha TOj IIyTarbu.
Kana je 6 = 180°, Tama ce nosrazehn oTon pediiekTyje Ha3all, MPOMEHaA TaJlaCHE JIy>KUHE
je MakcuMaJIiHa U Ib0j OJTrOBapa MaKCHMaJHa eHepruja Kojy eJeKTPOH Moxke crehn TaKBUM
cynapom. To je KomnronoBo objarmerse Koje je yop3o norspheno u npuxsaheHo.

Hbemy caga momajemMo HOBO Objalrmere 3aCHOBAHO Ha MpHUHINIY BepoBaTHOhe. IIpema
OBOM TIpUHIUIY UMITYJIC (HOTOHA MOpa Jia uje cMepoMm Hajpehmx Bepoparaoha. U 3amcra,
KakKo je BepoBaTHOha HajaxKkema (POTOHA Ha J1aTOM MeCTy Beha Kaja je mheroba TajacHa
nykuHa Kpaha, To u npeja3zak Ha Makbe BEPOBATHA CTarha (DOTOHA MpaTu noBehame Herose
TasiacHe jyxkuHe. Ta npoMeHa Ha myTamy (peJIATHBHO) Make BEpOBATHUX CTamba IpaheHa je
CyJIApOM WJIN JIeJCTBOM HEKe CHUJie, jep je IpoMeHa Xoja 1o ImyTamu Hajsehinx BepoBaTHOhA
moryfia camo Ha HaunH Koju HHUje cmonTan. OBO cTBapa W MOTYNHOCT MPOIMUPEHa TOjMa
,IPaINjeHT Y3 JI0JIATHO pa3yMeBaibe TajsacHe (DYyHKINje KBAHTHE MEXaHUKE.

Samucaumo Ja nmamo 3- npocrop Oxyz u HEKY peasiHy audepeHIyjabuany QyHKIH]Y,
T = T(x,y,z), momyT Temmeparype y meliHUIM Koja Ce MOJAKO MEHa OJ TadKe JI0 TadKe.
Kama Tpaxkumo cmep mopacrta TeMiieparype, mocMarpaheMo u3Bojie 0 CBe TPU KOOP/MHATE
7 ToMohy Bux (opMupaTH BEKTOD

gradT = 8—Ti+8—Tj+8—Tk:VT, (1.47)

dr Oy

KOjU ce Ha3uBa epadujenm. JenuHuaHu BeKTOpu JlekaproBe aliciiuce, OpJMHATE U AIlJIHKaTe
cy perom i, j u k. I'pagujent uma mpasait u cmep HajOp:Ker pacta TeMIiepaType.

Y paszHuM Tavdkama TeMmieparypa y3uMma
pa3He BpeJIHOCTH, JebUHUITy U HEKY ITOBPIII
T =T(x,y,z), kKao Ha caunu Jjeso. Jlunuje

£ HOBpIIHK Koje hopMupajy Tauke KOHCTAHTHE
grad T TeMIlepaType Ha3WBajy ce HUBOU-IOBPIIH,

,_x e WIn 2eode3ujcke Aunuje TeMieparype. 3a

/ P}nﬂ; \:'\“"*- grad T-n TavKe ca NCTOT HUBOA PA3JINKe TeEMIIEPATyPa

. ~ cy HyJa, Ima O TpUpPAITaj TEMIIEPATYPe TOM

\::'
~ MaKCHMYM )
y Tix, y.2) = TD HyJla BEKTOD, & TaKaB Jeé OKOMUT Ha CBaKU

BEKTOD, 114 U Ha HUBO-IIOBPIII.
Cxanapru npou3sod BEKTOPA, YOIIITE

JIMHUjOM OO HYJI&, IbUXOB I'Pa/IUjeHT O1o o6u

v

X X = (1‘1,1‘2,...,1'”) ny = (yl7y27'~'ayn)7
jeJTHAK je MPOM3BOJLYy HUXOBUX WHTEH3UTETA
x| = /23 + 22+ +22 u camuno 3a |y|, u
kocunyca yria 0 = Z(x,y) usmely mux

x -y = |x|[y|cos 6. (1.48)

[Tocebmno y opmonopmuparom cucmemy BEKTOPA CKAJAPHU [IPOU3BO/L IOCTAje

X'y:$1y1+x2y2+"'+xnyn' (149)

Oryna u 360r cosf < 1 umamo Kowu-Illsapuosy nejednarocm:

2 2

11 +x2y2+---+xkyk§\/xl+:c2+-~-+:c,2€\/yf+y§+~-+yz. (1.50)
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KOja Ba)kW 3a CBe Ty, Yr € R, rie jeIHaKOCT BaXKM aKO M CAMO aKO IIOCTOjU peasiaH Opoj A
TakaB Jia je T = \yr 3a cBe k=1,2,...,n.

Jla rpajujeHT mMa MpaBall U cMep HajOp2Ker pacTa TeMmieparype BUInMO Ha cjenchu
naund. Heka je n = n(z,y,2) jeJMHUYHU BEKTOD HOPMaJE, OKOMUT HA IIOBPII UCTHUX
TeMIIepaTypa y JIaToj TaukKd. 30Mp KBaJpaTa KOMIIOHEHTH HOPMAJE Nz, Ny U N je jelaH, a
yrao uzmehy rpajimjenta u HopmaJe je . MHOXKeHO 110 Koop/inHATaMa, CKAJIaPHU IIPOU3BO/I
rpaJiijeHTa U HopMaJe TeMIlepaType je:

T T T
gradT -n = g—xnx + g—yny + (Z—znz =|grad T'| cos§. (1.51)

To je ckasap (6poj) koju uma Hajselly BpesHOCT Kaja je yrao uamely rpajaujenra u HopmaJie
uyia, 0 =0, jep Tasa je kocunyc MmakcumagaH, cos0 = 1. ¥V cayuajy na je tauka Ty JOKaJHA
eKCTpeM, CBa TPU M3BOJA Cy HyJle, Ila cy u rpajujeHt u 6poj (1.51) nysne. O6puyro, 6poj
(1.51) je makcumasian kaja u uspa3 y Kommu-IIIsaprosoj nejeanakocru (1.50), a To je kaia
nocroju jeaHo A y cse Tpu jemuakoctu O¢1 = Ang, 3a cBe Tpu KoopmuHare & € {x,y,z}.
Oryzna grad T'||n.

Tume cmo mokasanu ga rpagmjent (1.47) mma mpasarm u cMep HajbpzKer pacra IoJba
TemIepaType, OJHOCHO Omio kKoje mudepennujabuine dyukmuje T = T'(x,y,z). Ucro he
ce JIeCHTHU KaJa YMeCTO ,, TeMIeparypa’ KOPUCTUMO HM3Pa3 ,[IOTEHIHjaJ’ WIM HEKH IPYTH
HA3MB 32 BPEIHOCTU IPUJPYKEHE TauKaMa IPOCTOPa, aKo Ce OHe MOCTYIHO (KOHTHHYHPAHO)
Memajy O MecTa 10 MecTa, popMmupajyhn rjaTke HEHBO-TLJIOXe WHTeH3uTeTa. HTeH3uTeT
rpajiijeHTa je HHTEH3UTET TOT pacTa. Y TOM CMHCIY Cy HaMm mocebHO 3aHuMJbUBe BopHOBe
BepoBarHOhe u Tajacue yHKII]E.

Ha npumep, TajacHa yHKIHja caobodHe wecmuue je

Y(r,t) = ac'®T-EO/N (1.52)

ca KOHCTaHTHOM aMIUITYIoM a. OBze cy p = p,i+pyj+p.k ur = zi+yj+zk perom BekTopn
UMITYJICA U TOJI0YKAaja YeCTUlle y MpaBoyryinM JleKapToBUM KOOpJIMHATAMA Ca jeTHUHUTHUM
BekTopuMa oca i, j u k, a E u t cy eHepruja u Bpeme (TpeHyTaK) KaJa ce 4eCTHId HAJIA3U
Ha maToMm Mmecty. ['pagumjeHT oBe TajacHe DYHKIHjE je

grad ) = %pz/). (1.53)

Kama je tamacua dyHKIMja HOpMHUpPaHA, HHTEH3UTETU T'PAIUjEHTa U UMITYJICA Cy jeTHAKH.
IraBure, oBaj umazurapHy epadujenm UMa IpaBall I CMEP BEKTOpa UMILYJICA, jep YeCTUIa
rpabu Kpo3 CBOj MMarnHaApHHU IIPOCTOP ApxKkehu ce MakcuMmaJiHUX BepoBaTHoha. ComcTBeHn
[IPOCTOP KBAHTHUX CTaiba YECTHIIE je 3aIIpaBO IIPOCTOP KOMILIEKCHHX TaJIaCHUX (PYHKIH]a,
omHOocHO ojroBapajyhux BopHoBux BepoBaTHONha Ha HAYMH KAKO UX Ta UE€CTHUIA BUIU.

Kaya naxspuBuje noriegamo uspas (1.53) BEIUMO ja UMIYJIC P MOXKEMO 3aMEHHUTH Ca
ONEPATMOPOM UMNYACA

f)z—ith—ih(ﬁi+ﬁj+ﬁk), (1.54)
or Oy 0z

[a U Ha JIECHO] CTPaHW jeIHAKOCTH MMaTH I'paaujeHT 1. OBa 3aMeHa je 100po mo3HATA Y
KBaAHTHO] MEXaHUIIA aJId CaJla BUINMO Ja je OHa Moryha ympaBo 300r MpuHIKIIa BepoBaTHONE,
na ce decruria kpehe HajBepoBaTHUjUM IyTarmbama, 0ap MITO Ce TUYE HHEHOI COICTBEHOT
BHUDembA.
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3aHUMJBUBO je MPUMETUTH Jia Cy WMILYJIC W IOJIOXKA] Y (DU3UIU YECTO CUMETPUIHU U
samemuBr. Tako je u y kBauTHoj Mexanuiy. Kaja rpagujent (1.47) nedunuinemo n3Boauma
110 UMITYJICUMa Pz, Py U Pz, & He 10 IOJIOXKAJUMa T, Y U Z, OHJIa IPETXOJQHa aHa/IN3a ocTaje
ucra cse Jo (1.53). Jabe HaCTAB/BAMO TAKO IIITO BEKTOP P 3aMEHUMO BEKTOPOM I, & 3aTUM
OIIepaTOpP MMILYJICA 3aMEHUMO ONEPAMOPOM NOAOIHCAJE

k (1.55)

Jlakje, YecTuIla Cjaeau U HajBEPOBATHUjE TIOJIOXKAje U HajBEePOBATHU]Ee UMITYJICE.
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1.2 Wudopmauuja

Pasmarpamo Xaprimjes npeior nagopMmaliuje, jorapuraMm 6poja paBHOIIPABHUX MOI'yNHOCTH,
zatuMm [lleHOHOB Kao cpeliby BPEIHOCT TAKBUX JIOTapUTaMa Kao M jOIl Heke. 1e HoBe
cy noommrerne Xaptiujesa u Illenonosa medunumnuja nuadopmalije o Kojux he ce mapyra
jeHOr JTaHa HA3WBATHU KOJUYIUHOM HeoJpeheHOCTH, aju je TO J0 Jajber HEOUTHO CBe JIOK
dopmasny pazauky umely zHeompehenoctn u mudopmaluje He npumehyjemo.

Slika 1.15: Nudopmanuja.

Konaunn mums je pasymeBambe cyrcranie nomohy muoOpMaruje ga 6mecmo objacHmm
MEXaHUKY, TUHAMWUKY W TPaBUTAIU]y, JaHAC HajTBpha yropuinTta jerepMuHu3Ma. 1o cy
MeCTa TeopHje Iie HajMame 0O9eKyjeMO y3pOKe y CJIYIajHOCTUMA U TJIe Ce He HaJlaMO OTKPHUhy
nadopmMarje Kao (pusnKaiHe PeasHOCTH.

1.2.1 Xaptaujesa gecdbuHuumja

Nudopmariujy kao 6poj cy mpBU yCIenHo jpeduHucaim HajKBI/ICT@ u Xapmmﬁ 1928.
rojivHe. Y TBPIWIA Cy Ja je nHMOPMAITja UCXO/Ia JeTHOT O] jeITHAKO BEPOBATHUX MOI'yNHOCTH
IIPOIIOPINOHAIHA JlorapuTMy O6poja moryhuoctu. Panehu 3a BenoBy Tenmedoncky xkommanujy
pa3BuUJIM Cy ujejy uHdopMalije Kao ,,KOJTUINHEe BEeCTH , MHCIIMPUCAHU HOBUHApCTBOM. Beha
je BecT ,90BeK je yjeo Imca’ Hero BeCT ,I1ac je yjeo UoBeka' jep je mpBa Maibe BepoBaTHA,
IIPUMETHUJIN Cy, aJIi HUCY HAUBHO MOTpYaU ja uHdopMaiujy JedUuHuiry mpocTo Kao 6poj
MoryhaocTH.

Uudopmarmja ce moxke geduHmcaTn Kao HajMamu 6poj murama (6poj H = 1,2,3,...)
HoTpebHUX J1a ce bunaphum npempascusarvem nohe jio (jemHor o oH ) oarosopa. OBum
IIOCTYIKOM ypeDeH CKyl Helmo3HaTwX JeJMMO Ha JBa Jjeja. Kaja caznamo y KojeM o[l
JIBa Jlejia je OHO IITO TPayKUMO, Taj MOJCKYI IOHOBO JEJIMMO Ha JiBa Jejia U TParKUMO
najbe. Bpoj nperpaxkennx enemenara 27 je excronenrumjanna dbyukimja 6poja nenema H,
Koje HazuBamo mHbopmarmjoM. Jlakie, nudopMaImjy MoKEMO MOCMATPATH Ka0 UHBEP3HY
bYHKIN]y eKCIIOHEHIInja/IHe, Kao JiorapuTraM 0poja MOryhHOCTH, OJIHOCHO HEraTHBaH JIOTa-

22Harry Theodor Nyqvist (1889-1976), aMepUIKN MHIKEHEP IIBEJCKOT IIOPEKJIA.
*3Ralph Vinton Lyon Hartley (1888-1970), amepruky HIzKembep.
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puTaMm BepoBaTHOhE UCXO/1a

1
H =logy N = —log, N (1.56)

Bpoj H masuBamo Xapmaujesom unPopmayujom, OIHOCHO HHPOPMAIMjOM KOjy caapxku [N
jenHnako BepoBaTHUX Moryhunoctu, a 6poj P = % BepoBaTHONOM mcxoda. VcmocTaBuiio ce aa
je TakaB u300p OO IIyH IOrOJaK.

Ha mnpumep, 3a OTKpuBaEbe jeJHOI 3aMUI/beHOr (6poj meT) oj] MPBUX 0CaM IIPUPOIHUX
6pojesa (N = 8) norpebua cy Tpu nuraa (H = 3). Ha npso nurame ,,j1a 111 je 3aMUIIBEHA
Opoj mMamu o7 meT’, 0YeKyjeMo caMoO OJrOBOD ,na‘ miu ,He* - oarosop je ,ue‘. Ha mapyro
IATAaE ,, /18 JIX je 3aMUIIL/beHN OpOj Mamu OJ1 ceaaM’ - oaroBop je ,,aa". Tpehe nurame je ,,1a
JIM je 3aMUIJbeHr OpOj Mawbu Of mecT - oArosop je ,ma“. Tako ca3majemo ma je TpakeHu
6poj mer.

Kana ce moryhunocTu MHOXKe, Tajia ce nHdopMmalmje cabupajy, jep je jJorapuram Ipou-
3BOJIa je/iHaK 30upy Jiorapurama. YIIpaso je TO OHO CBOjCTBO Xaptiujese uHdopmaliije Koja
jy je moBesaJia ca BepoBaTHOhOM U jlaJia joj Kpuiia y Texaurm. Iloryenajmo 1o Ha mpumMepy
BepoBarHohe. Kama 6amamo dep mosunh ca ase moryhaocTu, BepoBaTHoha ucxoma jeamne of
JiBe je % Kana 6armamo dep Korky ca mect MoryhHOCTH, BEpOBATHONA MCXOJ1a jeTHE O/ IIIeCT

je ¥ Kasma 6anmvo n Hopumh 1 KOIKy 6poj jeJHAKO BEPOBATHIX (maposa) morylinocru je

,Z[BESHaeCT (2-6) ca BepoBarHONOM % : % = % WNudopmarnuja jeHor o TUX JBAHAECT IapOBa
je 36up nndopmaiuje modujene baramem HOoBUnha u nHdOpMaIuje batdene KOIKe.

Ca 0OBOM HEOYEKMBAHOM JIOTAPUTAMCKOM aJUTHUBHOIINY, XapTiujeBa wHMOpMAIAja O
alcTpakTHe Hjieje MocTaje IoMaJio (PU3NKaIHaA, MaTepUjaiHa CTBap. 3aMUCIIMO JIa U3 CKyIIa
o1 my O6pojeBa Ha ciydajaH HAaYWH U3BJIAYNMO jeJaH, I1a OHJa OIeT U3 CKyIa meo OpojeBa
MU3BJIAYUMO jeJlaH U TAKO Jajbe, JI0 3aKJ/bYTHO CKyIa ca m, OpojeBa. Wubopmanuja cBux n
n3BIadema Ouhe jeqnaxka 30mpy mHapOpMaImja mojeuHnx, 6e3 003upa KojoM Op3WHOM WU
pejtociiesioM 00aB/baIN Ta U3BJIAYEHa. 10 Ipou3mia3u u3 JjorapuraMcke (pyHKIUje YOIIIITe,
ITO HAM Jaje muiaejy Ja ce 6asa soraputma (6poj 2) maBemene (opmysie MOKE MEIbaTH.
[Ipomena 6aze jiorapurma XaptimjeBe mHGpOPMAIAje MPOCTO 3HAYUA JPYTrH W300p MEPHUX
jemununa. Kama je Ta 6a3a 2 jenqununa wabopmalmje je ,out”, kajaa je 6aza Ojaepos 6poj
e~ 2,71828 jenununa je ,mHar (natural logarithm).

Y JlajbeM TEKCTY KOPUCTUMO npupodnu sozapumam In P =log, P, na je

H=-InP, (1.57)

Xapriujesa undopmaimja kojy maje ciaydajuu jgorahaj seposarnohe P € (0,1). Hajunrepe-
CAHTHUjU Cy Haju3BecHUju morahaju BepoBaTHOhE OJIMCKE jeIMHUIN, KaJIa

P=1-z, z-0, (1.58)

wi Kaja je x > 0 Heku majm Opoj Uuju ce KBJIPAT M BUIIN CTEIIEHW MOTY 3aHEMAPUTH.
PasBoj siorapuramcke dyukmnuje y MakjopeHOB pejl naje

1 1 1
ln(l—x):—x—§x2—§x3—zx4—..., (1.59)
na BpeguocT (1.57) Taja mocraje
H=~x, (1.60)

3a x u3 maJjie okosimue 0. Illto je Beha BepoBarHOha Mama je mHpOPMAaIH]a.
Tlopen cBoje snorapuTamcke aJIuTUBHOCTH, XapT/iaujeBa uHdOpMAaIUja yOIIITe UMa U
IIOMEHYTY HOBHHApPCKY OCOOMHY Ja je m3BecHHju jorahaj marme mHpopmaruBad. IllTo je
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mamu 6poj (paBHonpasHux) Morylinocrun Beha je BepoBaTHONA MOjEJMHOr MCXOJA, aJU j€
Mamba beroBa nandopmaruja. [IpuHIUn peaan3oBama HAJBEPOBATHUJUX CJIyIajHOCTH [TOCTAje
MPUHIAI IIKPTOCTH Y JlaBaiby XapTjujeBe mH@OpMaIiije, Je0 OHOTa MITO OBJIe HA3UBaMO
npunyun ungpopmayuje. Takohe, demrha peanusamuja m3BecHujux jorabaja snadm pehy
peayin3aIinjy HEM3BECHU UX.

OBo cBOjCTBO OcTaje y u3BecHOM cmuciay u y ckyny € = {wi,ws,...,wN} ClydajHux
norabaja ca nejenquaxkum BepoBaTHohama Py, P, ..., Py. Ha npumep, anpokcuMupajMo CKyIr
Q ckynom Q' ca Takohe N € {2,3,...} jennako BepoBarHux jorabhaja, BepoBaTHOhe

1

1
Pi=—(P;+P>+---+ Px) = —. 1.61
A N( L+ Py N) N (1.61)

Bpoj P4 HasuBamo apummemuurom cpedurom, mpocekoM bpojesa Py. I'eomempujcra cpeduna

ouna o6u
Pg = /PiP,...Py. (1.62)

Csaka on wmux, P4 nu Pg, je Heka Bpcra mpoceka. To cy aBa Opoja m3mely HajMmamer u
najeeher y maTom Hu3y, npu ueMy Baxku HejeHAKOCT Py > Py, oqHOCHO

1
N(P1+P2+"'+PN)2 N\/P1P2...PN, (163)
IJie jeHAKOCT BaykKH aKo U camMo ako P; = P =--- = Py. JlorapuT™moBameM 1001jaMo
1
—InPy < N(—l()gz Py -logy Py —---—log, Py ). (1.64)

[Tocebuo, kaga momenyTu ckyn {2 unHu caB ckyn mehycobHO HezaBucHUX ucxoja (jegan o
wux he ce curypHo jecurn), Guhe

Pi+Py+---+Py=1. (1'65)
Tana uu3 Beposarnoha (Py) ca k = 1,2,..., N HasuBamo pacnodesom eeposammoha, ma
apUTMETUYKa CPEUHA TI0CTaje
1
Py=—. 1.66
A= 3 (1.66)

OBakBa uju OHaKBa, CPEJIEHa BPEIHOCT je HEeKa 3aMeHa 3a XapTJINjeB CKYII jeIJHAKUX BEPOBa-
Taoha. VY oba ciydaja, wrdopmariuja mpocedror gorahaja uuje Beha o mpoceka CBUX
nHboOpMaImja.

Kana rox neky dpusndky mojaBy alpokcuMupamo 1001jaMo joIrn Marbhe HH(pOpMaIInje, IITo
je MHTYUTUBHO pa3yM/buBO. Takohe m ycpemaBaibeM I'yOuMo Heke rnojemuHocTtu. Jlasbe,
360r HacTOjama Ja eMuTyje mro Mame uHbopMmarmje n (1.64), 3a ouekuBaTu je GexKarbe
[IPUPOJIE YV jEJIHOCTABHOCT YCPE/IHhaBabeM, KaKO O cMarbuiia I'yOUTKE CBOje HEM3BECHOCTH.
Hanwme, Xapraujesa opmyiia (1.56) naje na je npeobpakeHa KOJIMINHA HEU3BECHOCTU TATHO
jemaHaka HacTajoj mHpopMannju. PeaauzamujoM, mpupoga rydr TaYHO OHOJIUKY KOJTUIUHY
HEU3BECHOCTH KOJIUKO je HHMOpMaIije eMuToBa a. 1y MPaBUIHOCT HA30BUMO X apmaujesum
3akonom odpoicarea Kommumbe (HemsBecHocTH Iutyc mHbopManuje). CamdHo mMamMo u KOJ
aTpakTopa u3 Teopuje xaoca. bexehu y pyTruHe, Ipupoa MOKYIIaBa CAIyBaATH HEM3BECHOCT
U CMaIbUTHU eMucHjy nndopmMmaryje.

Ha nema IlaymujeBor npunyuna uckwyvera (iBa uaentundna dhepMuOHA HE MOIY OGUTH
y UCTOM KBAHTHOM CTamy ), Koju je 1925. rogune dopmysucao Bosdranr Hayﬂﬂ Oexkare

2 Wolfgang Pauli (1900-1958), aycTpHjCKO MBAjIAPCKO aMEPUYIKH TeopujcKu dbusuyap.
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MPUPOJIE ¥ JeTHOCTABHOCT yCpeamaBameM Moryo 6u nhu 1o Kpaja. CBU KBAHTHU CHCTEMHU
6w 61 TATHO jeTHAKU, TOJIMKO Ja 61 ce MOTJIO CMaTpaTH Jia UX MocToju camo jeman. Omer, y
[IPAaBOj BEJIMKOj XOMOI'€HOCTH U M30TPOITHOCTHU He Ou 6110 MecTa 3a ropemehaje, HUTH 3a CHJIe
u yop3ama, 300r dera 6u u cama caydajHOCT mocraja nernorpebua. Ca apyre crpane, MaKkpo-
CBET HEMa TOTpedy 3a CAMYHUM OeKarmbeM jep MMa 3aKOH BEeJIUKUX OpojeBa KOju CBaKaKO
OrpaHIYaBa eMUCHje THPOPMAIILje.

3a A, B € Q kaxeMmo 1a cy mesasuchu dozahaju aKo JEIaBaibe jeJHOr He yThde Ha

BepoBaruohy jspyror. Ilocebno, Ta jiBa sorabhaja cy cmamucmuuky HE3ABUCHY aKKﬂ je
P(AnB) = P(A)P(B). (1.67)

Kako je jorapuram mpousBoja jeHaK 30upy JorapuTaMa, TO je XapT/aujeBa wHbOopMaIuja
CTaTUCTUYIKN HE3aBUCHUX Jorahaja jemnaka 30mpy wHdOpMaIija mojeaunnx morahaja.

XapriaujeBy nHGMOPMAIHjY IMOOIIITABAMO U HA CIyYajeBe YCA08HUL eeposammoha. 3a
JBa JaTa jorahaja, BEpoBaTHONY IPBOL 110/ YCJIOBOM JIa CE JIECUO JPYTH JieUHHUIIIE:

P(AnB)

P(AIB) = =5

(1.68)

Osaj 6poj je cee Belim kama morabiaj A Bume 3aBucu on B (3a koHcranTtHO B), na je
nadopMaImja ycJaoBHOT jorahaja

~InP(A|B) =-InP(An B) +In P(B), (1.69)

cBe Mamba Kajia A Bue 3asucu oj B.

IIpema Tome, XapriujeBa nudopmalyja ycjIoBHEe BepoBaTHONE IIpATH HAIA OYEKHBAHA
Yy BE3U ca KBaHTHOM CHpeFHyTOlﬂhﬂ [Tpumerumo oBge joIr jeiHYy TOTBPIAY IIPUHIIHAIIA
nndopmalje, Ja ce HEU3BECHOCT He peajim3yje Kaja To Huje norpedbno. OBo ce 106po
YKJIala y ,JIPUHITUI HajMamber ,ILejCTBa“m Koju hemo KacHUje Takohe CJIMIHO TPEeTHUPATH.

Y dusunu To ,HajMame JejcTBO" je BapHUjaIlMOHU IIPUHIUI KOjU IIPUMEEH Ha aKyujy
(IIPOM3BOJI MMITYJICA U IIyTa, UJIK €HEPTUje U BPEMEHA) Jlaje jeJHaUNHE KPETAha JJATOl CHCTEMA.
Pazsimaure akiuje ce Mopajy minm MUHUMUA3UPATU WU Makcumusuparu. Hip: ,cBersoct ce
o/ibuja TaKO Jia TPOINK HajMarhe BPEMEHA M CTHXKE HajOp:Ke ITO MOXKe", 10cjenHo hemo
MIPEBOJIUTH: ,,JIa IPOU3Be/e HajMame nHdopMaIuje.

ITpumep 1.2.1 (Hesasucuu gorabaju). Axo je nap A, B cmamucmuuku He3asucan, onoa
CY MAaKo HE3ABUCHU U Naposy, dozahaja:

A, B’ A B A B’
2de NpuUM 3HANU HE2QUUTY, M]. Komnaemenman dozahayj.

Pewere. 3a nIpBU 1map UMaMO PEJIOM:
P(AnB') = P(A)P(B'|A) = P(A)[1 - P(B|A)] = P(A)[1 - P(B)] = P(A)P(B").

Cnuano 10Ka3yjeMo u OCTajia JIBa. O

25aKKO - aKO U caMO aKO

26 Ouekyjero ma Cy KBAHTHO CHPETHYTH Joraljajn 3aBHCHE U Ja CE JCIIaBajy (umajy peasnne mocsenurge)
ca CMambeHOM eMHuCHjoM uHOpMAaIje.
2"Principle of least action: https://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_least_action
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1.2.2 BopHoBa nHdopmauymja

XapriaujeBa nHMOpPMAIja HEIIOCPEIHO TpUMekheHa Ha BopHOBY BepoBaTHONy 1aje:

H=In[y]* =In(¢*¢) = Inyp* + Inp, (1.70)

IITO 3HAYU JIa MOXKeMO JeduHucatu xomnaiekcny dynwxuyujy L € C taiacHe dyHKIWmjE 9
KBaHTHE MEXaHUKe, U3Pa30M

L =Lnvy =Iny|+iArgy, (1.71)

re je || = VY1) modyo kommiekcuor 6poja v, i je umazumapna jedunuua, a Arg
yrao y pajujaHuma, Wid apeymeHm, KOju KOMILUIEKCHH OpOoj 1 3akjiala ca PeaHOM OCOM
y KOMILIEKCHO] paBHU. Dpoj L HazmBaMO TaJacHOM WM KOMNAEKCHOM UHPOPMAUUIOM
Xapriauja. OBaj jorapuraM je MHBEp3aH €KCIOHEHIINjaJHO] DYHKIWjH, 114 je

Y =ek (1.72)

Komnaexcna eeposammoha. IIponsBosm KOmbyroBaHO KOMILIEKCHHX BepoBaTHONa je Bopmrosa
BepoBaTHOhA.

Slika 1.16: KommiekcHa paBam.

Ha ciuim BUMMO IIPUKA3 KOMILIEKCHOI Opoja ¢ = T + iy y KOMILIEKCHO] PaBHH,
qmje cy peajiHa W UMATrMHADHA MPOjeKNHja Ha arcipcu u opauaaTi pegom R(Y) u I().
KpyKHu1a je ITMHUIHOT TOJIyIIPETHUKA IPEJICTaB/ba TauKe z = & +1y ca KoopauHatama (&, 1)
3a Koje Baxku x2 + 2 = 1, Ima yBeK MOCTOju yrao ¢ 1a je

z=cosp+ising, |z|=1. (1.73)
3a jBa TakBa Opoja 21 U zy Ca YIVIOBUMA (Y| WU (po IIPOU3BOJ, Z1Zo je OIET Ha jeIUHUYHO]
KPY?KHUIIU Ca YIJIOM @1 + 2. 1O ce Jako moka3yje MHOXKEIheM KOMILJIEKCHUX OpojeBa 21 U 29
U IPUMEHOM JIMIMOHUX (POpMyJia 3a KOCUHYC U cuHyc. Kaja ce KOCUHYC M CUHYC pa3BUjy
V peoBe, IBUXOB 30Up z je pa3Boj y pel eKCloHeHInjaHe PyHKIM]je, ma je

€'? = cos @ +isin p = cis(p). (1.74)
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To je Ojneposa jeJ:LHaKOCT@. 3aTo ce CBaKM KOMILIEKCAH OpOj MOXKe MUCATH Y OOJIUKY

P = [Y|(cos @ +isinp), (1.75)

rze je 1| momyo (jmyxuna ox ucxomummra O 10 6poja 1), a ¢ = Argi je apryment (yrao
n3Mely amcrce u e JIyKm).

Komnjyzosaro KoMIIeKCHUM H6pojeBuMa ¥ 1 1) aIcimca je oca CUMeTpHje, Tla OHU UMajy
HCTe peajiHe BPEIHOCTH a UMarnHapHe CyIPOTHOT 3HaKa. Tako je:

¥ = [R(W) - i3(W)][R() +i3(1)] = R () + (), (1.76)

a To je KBazpar ayxkuue ox O 70 Tadke 1, XUNOTEHY3€ MPABOYIJIOr TPOYIJIA Ca TEMEHUMA
O, Re(¢)) u ¢ na comu [1.16]

Ha T0oj caumnu ce Bumu jma yrao ¢ = Argey ocraje y OuTH mcTH Kajga My JOJAMO WA
OJ[y3MEMO MPOU3BOJbHO MHOTO myHmX yruosa 2km (k = 0,+1,+2,...). OcHoBHE yrao THX
yrjioBa obudHo o3HadaBamo ca argi € (—m,7]|. Ilpema Tome, 6poj L je mepuojuuan ca
OCHOBHUM I1epuojioMm 27. MehyTuM, 4ak m ako KOPHUCTUMO CAMO OCHOBHHM apryMeHT Iia
[TUATIIEMO

L=Inyp|+iargey, argey e (-, 7], (1.77)
KOMIJIEKCHa eKcIoHeHmjaana dyukmja (1.72) je nepuoduuna dymnryuja, 360r
6L+2i7r _ 6L, (178)

na jenmnaunua (1.72) uma 6eCKOHAYHO MHOrO perema y joMery komiiekcaor L € C. To je
HeKaJa y MaTeMaTHUI OMo IMOBOJ apaIoKca, MOMyT cjeaeher.

ITpumep 1.2.2 (Bepuynu-Jlajoaunos napajokc). Ilocmoju aasican mus dedykuyuja Koju
nacodro dokasyje da je arctg(1l) = 0, noped arctg(1) = 7.

Pewere. Tlomenytn uus , aeayknuja’ je:

T de /11( 11 ) 1w
arctg(z) /0 a1 Jo u\ei evi) CT ey

ma 3a x = 1 jmobujamo:

1, 1-i 1. (1-i\* 1 1 5 1
tg(l) = =1 =—1 =—In(-1) = —=In(-1)*=—=1In1=0.
arctg(l) = ;75 = 3 n(1+i) 5D = g (D)7 = gln
MebyTum, arctg(1) = 7.

ITapamokc macraje 300r Hey3uMama y 003UpP BUIIE3HAMHOCTH JIOTAPUTMa, KOMILIEKCHOT
6poja, jep je Lnz = In|z| + i(arg z + 2km) 3a upoussosbHo k € Z. Ha npumep, 3a k = 1 6ulie

Ln(1) = 2im na numamo:

1 1
arctg(1l) = gLn(l) = gQiﬂ = Z,

U HEMA TaPaJIOKCa. O

Baro mro je undopmarmja L koMiekcad 6poj, 3aTo je KoMIiiekcHa BepoBaTaoha (1.72)
nepuogngna. Ilomumarn cMo na dbusmdake mojase Koje HeMajy maune peasre epediocmu (Kao
U HyJle TIOJIMHOMa KaJla HeMAajy PeaHUX Hysia) He MOXKEMO TAYHO IIPEJICTAB/HATH PEATHUM
opojepuma. Cajia BUIMMO U J1ajbe, Jia ¢y (MYHKIje NHBEP3HEe TAKBIMa 00aBE3HO [TEPUOIUIHE.
3aTo je TajacHa QpyHKIHMja KBAHTHE MEXaHUKE [TePUOANYIHA.

B dynxmmja cis(p) = €' ce KopucTH 01 HETABHO.
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1.2.3 Tanacu maTepuje

Tanracu mamepuje cy EHTPAJIHE Je0 KBaHTHE MexaHuke. OHU Cy TPOU3AILIN 13 0COOUHA
KBAHTHUX CHUCTEMa JIa CYy UCTOBPEMEHO U TaJiacu u decture. Maju f1egoBu Marepuje umajy
U TaJlaCHA U KBAHTHA CBOJCTBA, IITO Ce HA3WMBa JYAJU3MOM maaac-wecmuya. Ha npumep,
€JIEKTPOHU TI0Ka3yjy ocobuHe dudpakyuje, TPyNHUCarha M0 CJIA0UjUM U ja9rM KOHIIEHTPUIHUM
Kpy:KHHUI[aMa, KaJjia Hauly Ha MpernpeKy Win Mopajy npohu kpos orBop. Tajacu enekrpona
Cy 3alpaBo Tajacu BepoBaTHONE KOju CTBapajy HOBE U HOBE IIO3UIMjE eJIEKTPOHA (4uju
ce JICJIOBH Maca, HACJIEKTPUCAbEC WM CIHH HE MOTY Jajbe JEJIUTH) JOK BPEME OJIMHYe,
npxkehu ce npunnuna ja fie jeHOM pean30oBaHa YECTHIA Y JIATOM TPEHYTKY OUTH OmeT
HajBepOBaTHHja y MCTUM OKOJHOCTHMAa U y cjejgehieM TPeHyTKy, CBe JIOK HeKa CHJia He
nopemeru Ty BepoBarHohy. Kao arpakropu, Tajsacu BeposarHolie ce MOI'y allpOKCUMOBATH
CHHYCOUJIAMA.

Ha cymmmum [1.17] npukasan je jemHocTaBaH Tajac, IPEICTaB/beH CHHYCOUJIOM Yy = asin bx.
Tasiac ocruiryje oko arcnuce (x-oce) ca MAKCUMAJHUM OJCTYHABMMA Y MPABILy OpJUHATE
(y-oca) KoHCTAHTHUM amnaiumydama (a), Koje ce (a,b = const.) TEPHOJUIHO ITOHABIHA]Y.
Pacrojame usmehy nBe cycejilHe MCTOCMEDHE AMILTUTY/E HA3UBA CE MAAGCHOM OYHCUHOM
(A =27/b) umu ocrosHuMm nepuodom Tasaca.

/TN

aMILTHTYIA X

4—— TanmacHa qy:KHHA —p

Slika 1.17: JenmocraBan Tajac.

3arTo 1mTO Ccy mapaMeTpu a U b mare CHHYCOHJE KOHCTaHTe, TaJac M3rjiea PaBHOMEPHO
Kao Ha ciaunu. AKo ce mapamerpu Memajy jyK ancimce, a = a(x) u b = b(z), cunyconma je
CMAYVOHAPHA, AN HUje 00aBe3HO PaBHOMEDHA. YOIIIITE, CTAIMOHAPHUM CTAIbEM HA3UBAMO
OHO KOje ce He Mema BpeMeHoM. Kaja ce rmapaMeTpu Tajiaca Memajy U BPEMEHOM, aJjid
TaKO Jla aMILIATY/E OCIUIYjy U3 TOPIEr Y JOILH CMEp OpAuHaTe He Memajyhn MecTo Ha
aIICI[UCH, TaJla UMaMo cmojehe masace. HemmokpeTHe Tadke Ha OCH TaKBUX TajIaca Ha3UBaMO
wgoposuma maaaca. KoHaano, roMmusa Tajgaca Ha jeJJHOM MeCTy Koje Moxke ja ce kpehe (He
MOpa) HA3UBA C€ MAAACHU NAKEM.

QPaza Tasiaca je MO3UIMKja TAYKe TAJIaca y JaTOM TPEHYTKY TOKOM FHerOBOT IEPUOIITIHOT
KpeTarma BpeMeHOM. 3a BpX aMILIUTye crojeher Tajaca KaXkeMo Jia ce ImoMepa MapajieTHo
opauHaTu (TOpe-z10J1e), JOK ce KOJ Tajaca y MOKPEeTy MOMepa IapaJiejIHO allCIucy (J1eBo-
JiecHo). Pernumo, Kajia ce CHHYCOWJIa HA JIQTO] CJMIM IIOMEPHU 3a JYXKUHY —( HapAJIeJHO
aIICIIUCH, TaJa ce JI00Hje HOBa CUHYCOMIA:

y = y1 = asin[(x + a)b] = asin(zb + ¢), (1.79)
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ITa KaykeMo J1a ¢as3Hu moMak usHocu ¢ = ab. Pa3HuM MOMaK ce MOyKe MEmATH BPEMEHOM U
Taja nuieMo ¢ = ¢(t), kajga je dasna 6psuna ¢ = dp/dt. To je 6p3una npocTupama rajgaca
(amcrpcom Ha CJUIu .

Y auHamunu diiynjia yornTe, Auciep3uja (Paculiambe) BOJEHUX Tajaca e OJHOCH Ha
pacurare GpeKkBeHInje, IMITO 3HAYH /I3 TAJACU PA3ININTAX TAJACHUX JIy2KUHA [Ty TY]y Pa3Jiu-
qnTuM asHuM Op3umHaMa. Boma ca cBojoM €JI000HOM TIOBPIIUHOM Y TOM CMHUCJIY CIIaJIA Y
JIMCIIEP3UBHE MeJIUje, a BOJIEHU TaJaCH KOjU Ce HMPOCTUDPY HOBPIIMHOM BOJIE CY ITOKPETAHU
MTOBPIITUHCKOM HAIETOININY U IPABUTAIN]OM. BasKHOCT IpaBUTAIlAje 33 KPETAhe Tajaaca BOJEe
cajla, HAKOH IIPETXOJHOI pa3MaTparba, 3Ha4dd fa Ay0/be y3pOoKe TaJlacCHOT KpeTarba BOJIE
Tpeba TPaXKUTU y MPUHIIAITY BEPOBATHONE U ITOC/ICIUIIAMA.

Kog tpancdepsananx (OKOMATHX) Tajtaca MOy T BOJICHUX, BPEJHOCT OPIMHATE OYKBAHO
3HaYU M3HOC OTKJIOHA TaJjaca OJI IIPaBIla IberOBOr IIPOCTUPamha dyXK anciuce. Ko JoHruTy-
JUHATHEX (y3/Iy?KHAX ) TaJaca MOy T 3BY THUX, BPETHOCT OP/MHATE je Mepa CTUCKAhA, MEJINja
JIy2K TIpaBIfa KpeTamwa Tajaca. BojieHe Tajace nmokpehy umnpecuje u denpecuje, a 3By9IHE T3B.
xomnpecuje n papeppaxyuje. Kommpecuje cy ob6acTi BHCOKOT TPUTHUCKA, papedpaxiimje
cy obJyiacTu HUCKOT. AmHajorHo TpaBuTanuju, mokasahe ce Ja W NPUTHCAK WMa BeE3e ca
BepoOBaTHONOM.

IIpukpuBenn ebeKTH HEM3BECHOCTH MaKPOCBETa Cy M3PaXKeHNju y MUKpocBeTy. Peannsa-
nujamMa ciaydajuux gorahaja HacTajy wHOpMAaIlje dhje MHOIITBO HACTAJIO ,Caaa’ THHU
Hamry cajanimocT.  CajallmkbocT 3aTUM [ocTaje Halma nponuiocT. 1o je ckpahenu orwmc
TpancdOopMalije HeN3BECHOCTH, KOja Ce Ha Kpajy TajioxKu y (yIJIaBHOM) CTaOUIIHY IIPOIILIOCT
300r 3aKOHA OfpxKamba uH@opManuje. Harma mponuiocT je TaMaH TOJMKO ITPOMEHJ/bUBA
KOJINKO HEW3BECHOCTH 4yBajy HeHu mnojeauHu jorahaju. Ca apyre cTpaHe, OHO IITO je
peasin30BaHo y 00JIMKy WHMOpPMAIIAje TAYHO TOJIMKO je HEIMPOMEHJ/PUBO KOJIUKO MOYKEMO
BepoBaTu mHMOpPMaIju 1001jeHoj y oarorapajyhem ekcriepuMeHTy.

Muryurusho je jacHo na ce nndopmaruja Hehe MembaTH IOMepPamheM KBAHTHOI CUCTEMA
JIy2K KoopauHaTHe oce (yKiby4ayjyhn Bpeme), ako ce Hehe MemaTn BepoBaTHONA. AHAIUTHYIKA
00JiuK TOT TBphema uMaMmo y ciaegehem rnpumepy.

ITpumep 1.2.3 (Konzepsanuja nHenspecHocrn). [okasamu da 3a & € {x,y, z,ct} jednavuna

op” 0
23 o¢ .

anavu odpotcarve neuseecrocmu cmarea P = ) (r,t) npomernom xoopouname &.

(1.80)

Pewere. Komuunna nenssecHOCTH ce Hehe TPOMEHUTH aKO U CAMO aKO ce BepoBaTHoha 1y
¢ nehe npomennTu. M3Box Boprose BepoBarHohe je:

w <0

23

9
a—§|¢| —(1# ¥) =
1a 300r 5
—_ 2 —
sl
100ujaMO TPaXKEHY jeTHAKOCT. O

Hemnpomemena HeM3BeCHOCT 3HAYHU U He-Peasin3aliijy CJIydajHux porahaja u He-CTBapambe
HOBe MHQOpMaIFje 3aTBOPEHOI KBAHTHOI CHCTEMa. J300r MPEeTXOMHO MOMEHYTOI 3aKOHA
ofpXKama YKYyIIHe HEM3BECHOCTH W HHMOpMAaIdje, TakKaB cUCTeM Ou Tpebao 11a omaprKaBa

Pacrko Bykosuh 45



[MPOCTOP-BPEME

HerpoMerbeHy MH(MOPMAIM]y KaJa Toj 9yBa HEIPOMEIheHOM HemsBecHOCT. U szamcra, us
(1.70) nudepennuparmem 106ujamMo:
0

2
8_§H 85 In f4]” =

8¢* LY

o€’

W cvt P

|1/)|2 ¢
na u3 OcH =0 crenn (1.80). O6puyTo, u3 (1.80) 3amenom (1.72) mobujamo:

%erWa_l/f_eL*eLaL* L* LaL . A8 A 9

0= ¢ o o ¢ ¢ e o€

(L"+1L),

a oryna OcH = 0.

[TokaxknMO Ha CAMYAH HAYUH W OHO INTO CMO MHTYUTHBHO HAJABUJIU CA MHEPIW]aJTHUM
KperameM 1 cujioM. [1pe cera, ja cy BepoBarHoha n Xaptinjesa nHdopMaIyja KOHCTAaHTHE
KaJjia Hema JiejcrBa custe. Ha mpumep, ﬂHpaKOBa@ jeslHaYMHA CBeJIeHA Ha AIICIUCY

[ﬂch +c(23: anpn)] (z,t) =ih————= %z, t) (1.81)

n=1 ot

uHBapujaHTHa je Ha Jlopenmose Tpanchopmaruje. Crenehn npumep mokasyje Jia pelema
OBe jeJlHAYMHE 3aJ0BOJbaBajy jegHakocT odyBamba (1.80).

IIpumep 1.2.4. Iloxazamu da ceaxo pewere uparose jednauure 4yea undopmarugy.

Pewere. N3 (1.81) caemu, pegom:

[Bmc2 +c ( 23: anpn)] P = zhaw
n=1 ot

- [6ch + c(i anpn)] wrp = inl g,
n=1 ot

a oTy/a cabuparmeM

o-(Gr+ )

omakJe rpaxkenn ycsos (1.80). O

Pemrema koja zHe obyxBaTa Jlupakosa jeqHaUIMHA HaJIa3€ ce y Hlpe,Z[I/IHFepOBij jeTHAYINHNA,
KOjy Takohe MOKeMO HaIMCATH y OOJIUKY 38 allCIIICY U BpeMe

12 9%
“om 922 Uz, t)y =

59v

= (1.82)

rje je tanacHa dyakiuja 1 = ¥(x,t). IlpBu cabupak je KMHETHUYKa €HEPruja, JAPYyru je
MOTEHIIMjaIHa eHEPrUja, a Ha, JIECHO] CTpaH! jeITHAKOCTH je yKyIHa eHepruja. Maca decturie
je m, norenrujan U(x,t) a i je umarunapHa jeauHuia. llpema Tome, OBAKO HAIUCAHA
[Ipemuureposa jegHatnHa U3parkapa 3aKOH OJprKarba eHepruje.

29Paul Dirac (1902-1984), enrseckn MaTeMaTndap.
30Erwin Schrodinger (1887-1961), aycrpujcku dusmaap.
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JeqHocTaBHUja pelemnha OBe jeHAYNHE 00MjaMO KaJla HEMa IIPOMEHA CTakha BPEMEHOM
¥ = (x) u kaua je norennmjasa dyuknuja camo ancipce U = U(z). VY HajjesHOCTABHE]EM
CIIyHajy, 3a cA0000HY “YECTULY-MAAAC, TOOUJAMO Dellee:

. h2
V() =ae®, —kK2=FE, p=hk. (1.83)
2m

rje je a peajHa KOHCTaHTa, p UMILyJC decrure, k (peasan) tagacau 0poj, E enepruja
vecrune, i = h/2mw, h = 6,626 - 1073* Js je Ilnankosa koHcTanTa. To je CTAIOHAPHO CTAIbE.
Ha 3a c0601Hy decTHIly BayKu 3aKOH ojpxkarba uHbopmaimje (1.80) ciuenn us ciepeher
n3padyHaBamba;

qb*(x) _ ae_ikm, Q)Z)(LIT) _ aeikl‘7

ot . O
dx iy, ox =k,
&W _ * *6_¢_» *
2= mikyty, 9l =ik,
O opr
%Jr c%sw_o’

[Tpema Tome, Baxku jemanaxoct (1.80). Mehyrum, nndopmarmja Huje ncro mro u enepruja,
a MOYKeMO OueKmBaTH Jla Heka pemierba [lIpenunrepose jennaunse (1.82) me uciymasajy
YCJIOB OJipyKarba nHdOopMaIuje.
U zauncra, 3a gectuily y nodyhenom cramy, kKajaa a = a(x) BUIEe HIje KOHCTAHTA, CAUTHUM
ITOCTYIIKOM HAJIa3UMO
dy*

dr

d d
w99 L (1.84)
dx dzx

KaJa je M3BO/I % + 0. VYmopehyjyhu ca mperxognmm, caja MOKEMO HPUMETUTH & CY

OBaKBe YECTUIIEC Y HEMHEPIUjATHUM CUCTEMUMA.

Haxune, kaja noomnmrreny Xaprianjey gedbununujy (1.70) u tamacny dyHKIN]y HATUIIIEMO
y obsuky (1.72), tama je L moommrena undopmanmja u kKomiuiekcan 6poj. 13 ouysamba
BeposarHohe (1.80) cirem ¢ (L*+L) = 0, mrro 3Ha4I OMyBarbe PeasHor Jie/a Te nHMOpMaImje,
JIOK UMaruHapHu jeo dmHu GyHKIujy ¢ = In L nepuoguuanom. Mehyrum, cura pemern
BepoBaTHOly 1 Mema uHopMalm]jy, mro norsphyje (1.84).

Ciobogna vecruna (1.83) je y cmayuonaprom cmarey, jep Ha by He Jejyjy CUjie U
IpeMa TOMe IbeHa ce eHepruja He Mema BpeMenoM. Cito0oHe decTniie Takohe mpeacTaBbajy
BEpOBaTHOCHE TaJjiace, HOpMUPAHE TAKO Jia YKYIIHA TOBPIIWHA UCIIOJ I'pada KBaapara HOpMe
TajacHe (byHKIUje, [a JI0 T-0Ce M3HOCH jellaH. 3aTo je 3a HheHa cTamba OUTHO OJaKJe je
kpenysa (perumo gorabaj Di) u gokie je cruria (norabhaj D), Ha uHTEpBALY TJIE ,3HAMO'
Ja ce Hajtazu. U To mMa cBoOje UyHe mocjequiie Koje cam Beh ommcuBao.

Hexka je Ta paBHOMepHa ,ca000aHa* dyectuna HOTOH KOju IyTyje ofi mHTepakiuje [y
10 Dy. 360r ob0jeKTUBHE HEM3BECHOCTH (Ma KaKO HEIITO OGUI0 OPraHM30BaHO OHO C€ YBEK
MoKe u3jasoBuTh) (GOTOH HAKOH HallylnTama jgorahaja Di He MOxKe GUTH CACBUM CHI'YDaH
y cycper ca gorahajem Ds. Axko ce morabaj Do HuUKama He Jecd, aMILIATYIe BepoBaTHoe
BeroBe TajacHe GyHKNuje he ce TOAUKO pa3Byhu 10 dumeHure Jja GOTOH HUKAJA HUje
HUTH II0CTOjao, Ja ce jorahaj D y merosoj mcropuju Hukaja u Huje jecuo. Hamporus,
ako ce ¢oron cperHe ca morabajem Ds, EBeroBa ce MPOIILJIOCT MOPa MPUJIATOIUTUH TAKO Jia
u jiorabjaj Dy 6yne peanan. Ako cy ta oba jorahaja peasnu 6uhe ucnormrosan (perumo)
3aKOH OJIp2Karba UMITYJICA, nHade Helie.
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[Ipema TOMe, pasmarpaMo TEOPHjy V KOjOj Ce K8aHMMHG cnpezrymocm IOoJpa3yMeBa.
Bepyjemo He caMo y OHO ,(paHTOMCKO JIeJIOBarhe Ha Ja/bUHY" KOMe ce TPOTUBHO AjJHINTAjH,
Beh U y JiesioBame caIalboCcTy Ha poluIocT. 1IporuiocT, 3aje/1HO ca IPOCTOPOM U MaTepUjoM
BacHOHe, je JenoHuja wHMOpMAIldja W OHA je TpajHa CTBAP CAMO TOJHMKO KOJIMKO BaXKU
3aKOH ofpKama mHpopmMaruje. Ca Japyre craHe, HEU3BECHOCT jeé OHO IINTO HEje IMOCTAJIO
nndopmalja, a TOra Hallla BACHOHA MMa 3HAYAJHO BUIIE HETO CBOT JIO CaJla CTBOPEHOT
BpEMeHa, IIPOCTOpa U MaTepuje.

1.2.4 LlleHoHoBa gecbuHuumja

Pazpujajyhu XaprimjeBy ujiejy u pajiehu 3a ucty Kommanujy, Kiom H_[eHOHIE je 1948.
roauue neduHncao nHpoOpMaImjy gorahaja pasjaumauTux BepoBaTHONa. 3a OCHOBY je y3eo
pacnodeay eeposammoha. Y JIUCKPETHOM CIIy4ajy Tajia UMaMO HajBuUIile TpebpOjuB CKyIl
HE3aBUCHUX CjIydajHux porabaja ) um3 Kojer ce peanusyje 1o jeman jgorahaj wy € ) ca
BepoBaTHoliom Py = Pr(wy) > 0. 36up cBux Beposarnoha pacnogese je jeman. Heka norabaj
wg penoM 3a k =1,2,3,... Hocu XapriaujeBy undopmanujy Hy = —In P,. Cpeama BpegHOCT
CBUX, MAMEMAMUYKO 04EKUBATbE, NZHOCH

S=-Y PP, > P=1, (1.85)
k k

rie ce cabupa 1o ceuM uugekcuma k. 1o je Ilenonosa ungopmayuja y TUCKPETHOM CIydajy.
Osaj ce m3pa3 ceogu Ha Xaprmjes (1.57) Kaja cy CBE HCXO[M jeJHAKUX BepoBaTHONA.
Amnajyiorno ce gedunuie lllenonosa nndopmarmja y ciaydajy KOHTUHYYMa, IIOMONY T'yCcTUHE
BepoBaTHOhe p > 0 Koja 3aBucH of jeja w S ) HeKor KOHTUHYyMa §) ciyuajaux morabaja,
UHTErPAJIOM:

Sz—/plnpdw, /pdwzl, (1.86)
Q Q

Te nedunuimje cy ayro cMaTpaHe jeJMHUM, a 3aTUM U HAjOO/bUM IOOIINTEHEM XapT/InjeBe
undopmaImje.

[MTenonosa nrdopMmaluja 3aapkaBa OHYy HOBUHAPCKY OCOOMHY BECTH IIPEMa KOjoj je OHO
IITO je BUIIE BEPOBATHO Mame MHGPOPMATUBHO U 0OpHYTO. TO ce Moxke pasymerw u Ha
npuMepruMa y3opaka TekcToBa. Cpricka a3dyka mma ni = 30 cjioBa, eHriecka ng = 26, a
3HAMO JIa C€ PAa3JUYUTU 3HAKOBHU y TEKCTY PA3IUYUTUX je3WKA I0jaB/bYjy Ca Pa3JIMIUTUM
BepoBarHohama. IIpoceuna mojasa cjioBa je n-Tu €0 CBUX, MaJa je (PPEKBEHIHja 0jeIUuHOr
CJIOBa YIVIABHOM pas3jImduTa OJf IIpoceka, of 1/n 6poja cBux ciosa y andabery. Nnak, kama
je m1 > no, 6buhe BepoBaTHONhA MpOCEUHE IMOjaBe CJA0BA Y IMPBOM TEKCTYy Maiba OJ TAKBOI Yy
apyroMm, ann he [Ilemonosa nndopmanuja butu Beha. Ilomohy a3byke ca Buire cjioBa Moryhe
je HaIlICaTH BUIIE PA3JIMIATHX PEUHU JaTe JTyKUHE.

Jpyru npumep mkprapema ca lllenonoBoM mHMOPMAIMjOM OTKPUBAMO U y ITO3HATO]
epeopuyroj meopemu 3a MapkoBibeBe JaHIe. YKpParTKo, Kaja ce uHdoOpMaluja IpeHoCH
KaHaJIOM Be3e, IPEHOCHIUKOM HAJIOBE3aHUM MHOTO IIyTa, yCJIeJ CMeTHHU (IyMa) Koje ¢y y
IIPaKCU HEOTKJIOIbUBE, Ha KPajy MPeHoca JI001jaMo HEKY HMOPYKY UMju KOJ, He 3aBUCU MHOT'O
0J1 caMe TocJiaTe MOPYyKe, KOJIMKO O/ IpUpojie Kanasa. Kao mga npupoja CAaKpUBa CJIOKEHU]Y
(urbOPMATUBHU]Y) OPYKY jeHOCTABHU]OM, OMONyY cMeTu. To GucMo uMasu u y J1e4ujoj
UrpH ,IJIyBux TejtedpoHa’; Tae CBaKO JeTe y HU3y cjejeheM Ha yXO TUXO IpeHece HMOPYKY O
nperxoauor. Kaja 6u cBa jena Oujia cIudHe HAPABU U KaJia OU uX OUJIO JIOBOJHHO MHOTO Y

31Claude Elwood Shannon (1916-2001), amMeprakyn MaTeMaTHIap.
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UrpH, OHa OM HE3ABUCHO OJI IIOYETHE MOPYKe KOHAYHA OmIa, peruMo ,Mama’. Uuadopmaruja
ce pacuriia u He obHaB/ba. OHa He HacTaje HU U3 9Yera.

IITenonoBa mudopmanuja tTakohe nuMa u 0cOOMHY KOH3EPBAIHj€ CAMO Y WHEPIIUjaJTHUM
cucremuMa. To MOXKeMO BHJIETH Ha IIPUMEPY JAUCKpeTHe KBaHTHe mHdopmarje bopHoBIX
BepoBaTHOha

S= =2 [l gl Yk = 1. (1.87)
k k
Vsumajyhu uzBom myx xkoopaununare & = x,y, 2, ct 1obujamo

DS = = (1 + In [oor[*) Delpn (1.88)
p

rro 3uaun ja je Illenonosa madopmanuja koncranTHa (¢S = 0) KaJ1a je paciosesa KoHCTa-
HTHA, Tj. KaJa ce Jy’K KoopamHara (£) He Memajy mojeauue seposaruohe (|i]?).
Y cnydajy caydajunx gorabaja u3 koutunyywma €2, [llenonosa nndopmarmja je

S=- [ [uPmloPds, [ Pdo-1, (1.89)
Q Q
pu yemy cy w € ) nogckynoBu. Tasacua dyHkImja

U(x,t) = p(z)e EHh (1.90)

neduHIIIe cMayuoHapHo KBAHTHO CTambe. HamMe, JIJaKO IPOBEpaBaMoO:

(2, 1) = ¥* (z, t)(z,t) = ¢* () (z). (1.91)
BaBHCHOCT O]l BpeMeHa je mIrdessa. lIpocTopHH Jeo oBe TajacHe (byHKIHje 3a/10BO/baBa,
spemencku nesasuchy 1lIpemHrepoBy jeTHAINHY 32 T-0CY
R d*p(x)
2m  dx?

+U(z)p(x) = E¢(x), (1.92)

rze je U(x) norennujanua enepruja, E je enepruja cucrema. To je audepennujaina jeaHa-
4UHA JIPYTOr PeJia Ca jeJIHOM HEIO3HATOM, He Oalll jeJHOCTAaBHA, ajd IPUJIUYHO JETAJHHO
HUCTpakeHa y MaTeMAaTHUIIN.

Tlomcerumo ce fga ¢y u y KOHKPETHUM CUTYaIlnjaMa KBAHTHE MEXaHUKE PEeIeba, jeTHATIHE
(1.92) nobpo noznara. Omrrra perema €y 00ImKa

¢>(3«") _ Ceik(w—xo)iif(x)’ (193)

riae cy C,k,xo xoucranre u f(x) dynkuuja, Koje 3aBuce oj pasMarpaHor ciaydaja. Ha
puMep, IPUMETHMO Jia KOJI M3padyHaBarba BepoBaTHONe MMATHHAPHU JI€0 UIIYe3aBa, 114
mozkemo crasutu f(z) = 0, a 3aTuMm Gupamo noderak xg = 0. AKo je KoHcranTa k O3UTHBHA
UCIIPE]T OCTAaB/baMO MUHYC Jia 61 ¢ () KoHBeprupaJo kajaa ¢ — oco. Koncranry C onpehyjemo
HOpMHUparbeM Ha JIecHOj noyocn. W3 [ |pdx = 1 cnemu C = /2k, na je

o(z) =V2ke™® x>0 (1.94)

¥Yeprmrrasamo ¢ y (1.92) n Hasmasumo

- 7—11\/2m(U—E) > 0. (1.95)
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3a oBo permeme, [leronosa nadopMayja je:

S = —/ |6 In|@|*dx =1 -2k >0, (1.96)
0

21.2
h2k; . Comano pajuMo u ca octagnM pentesuma (1.93).

aoryna 0<U-E< 5>

Hageienu npumep ca moeHTHpameM Ha Kpajy je Mpukas jeaHocrasae yrorpebde [lleronose
nHOpMAaIje y aHAIN3W KBAHTHOT CUCTeMa. AJIH 1 TOpe]] TAKBUX HAU3TJIE T JAKUX MOTYhHO-
CTH, IUHU ce Ja je GU3nIapn He KOPUCTe JOBOBHO. To MOXK1a 300T HheHe Heloy3TaHOCTH

Koja ce By u3 cieneher mpumepa.

IIpumep 1.2.5. Hasecmu npumep dobpo dedpurucane pacnodene wuja Ileronosa urngopmavuja
dueepaupa.

Pewere. Ilo3naro je a IpBU HaBeIeHU peJl TUBEPIUPa, a APYTH JIa KOHBEpTrupa:

: Z 1 =00, B: Z L =beR".
iZHnlnn k=1 nIn“n

KoedwurujerTu oBor apyror mojie/seHn ca b unHe 100po JedrHNCAHY PACIoIe/y BepoBaTHONA.
MebhyTtnm, IlenonoBa nadopMAaIrja TaKBe pPaciojese AUBEPrupa. 3ancTa;

> 1 1 ® Inb+Ilnn+Inln’n
S=- 5—In 5— = 5 =
mbnln“n  bnln*n 5 bnln“n
X Inbd > Inn > Inln’n
= Z _>OO7

2 * 2T 2
mbnlnn  Sbnln"n S bnlnn

jep cpenmu 30up auBeprupa 3ajemaHo ca A. O

Orne mehemo caceuMm BepoBatu y noyddanocm anajmze nomohy IllenonoBe muHpOpPMA-
nuje, mwamehn ce mobpux pacioiesna 3a Koje OHa MOKe JaTh OBaKBe Jiole pesyarare. Jpyru
pobJieM ca 0BOM JiebUHUIIjOM HH(POPMAIIHje JT0Ja3U O FbeHE OIPAHUIEHOCTHU Ha PACIIONEITY
BepoBaTHoha. OHa je TUIMYHA 3a jelaH MPOIEC KOJU M3 yHAIIPE AATOr CKYIla Ha CJIydajaH
HaYWH MeHEPUIIe UCXOJIE CaMO M0 jeJIaH, I jeJIaH 10 jeJJaH Kao y ITaX0BCKOj UI'PU. 30Up THX
BeposatHoha je jeman (Y Py = 1) jep je mcxom u3 garor ckyma curypan jporabaj. Mehyrnwm,
npupojia He (PYHKIIMOHUIIIE HA CAMO Ta] HAYUH.

1.2.5 CkanapHun npoussog,

[Ipupoma wecto mapajenaunsyje, KaxkemMo myamunpouecupe. Ha mnpumep, y pasindauTuM
JIeJIOBUMA, JBYJICKOT' TeJia OKpely ce pasyimdauTy Mporecu KOju KOHTPOJIUILY (PYHKIIMje jeu-
HCTBEHOI' OPraHW3Ma Ha HAYUH KOjU CMATpPaAMO HE3aBUCHUM. 10 cy pajl cplia U KPBHHUX
CyJIOBa, paJi jeTpe, OpraHa 3a Bapeme, IIOKpeTame PYKy W HOrY, IUIeJlatbe, TOBOP U MHOT'U
apyru. Bepyjemo a HEKOJTMKO XM/baJla HE3ABUCHUX IIPOIECA PAJIE Y HAIIEM TEJIy CTAJIHO.

O mymrunporiecupamuMa XKUBuX 6uha cam Hammcao Kiury , MHopmaluja mepremnuje’
(B. [2]). IojennocTaB/beHO PEUEHO, TA CEe KIbUTA MOXKE CMATPATH M KAO MPOBEPABAILE CAMO
jenne dpopmysie Koja moBe3yje cI000/y, HHTEJUTCHIN]Y U XUjepapXujy:

(=i-h. (1.97)
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Kao u y oBOj Kibu3u 1 TaMO Ce MoApa3yMeBa MOCTOjalbe PA3ININTUX OIInja a ,»KuBo buhe” je
JiebUHUCAHO CBOjOM CIIOCOOHOINY Ja jjoHOoCH oftyKe. Bpoj £ je ca060da jenHKe, KOJTUIUHA
MOryhHOCTH KOjy jeJINHKA nMa 3aXBaJsbyjyhu cCBOjUM 4yJjIMMa U yOIIIIITEe CBOjUM IIePIIEIIIHjaMa.
BexkTop i je unmenuzenyuja jequuke peduHUCAHA KAO CIIOCOOHOCT H€HOT KOPUINTEHA TATUX
moryhuoctu. BekTop h je zujepapruja nedpunmncana kao criocoOHOCT OKpPyKema 1 jeINHKI
yckpaTtn meHe moryhuooctu. Ilpema Tome, cimoboma »kmBor O6mha je ckasapHu npousdsod
BEKTOpa HeroBe CIIOCOOHOCTH U OKOJIHUX OI'DAHUYEHHA.

Y Kibu3u pasMaTpaHa jeJUMHKa je YOBEK KOjU YKUBH y JAPYIITBEHOM CHUCTEMY U JIPYTUM
okoJiHOCTHMA. TakoDe, TO je 1 MpaB y MpaBJ/b0j KOJIOHU]H, UJIX TPABKa y TpaBmaky. Popmyia
(1.97) jenmaxo Baxku u 3a hesnjy jerpe Koja je jeJlMHKA Yy CBOM OKDPYZKelby KOje YMHU OKOJIHO
Tesio xkuBor buha. Ca JIpyre cTpaHe, OHa ce TaKohe He Jla HUTH U3BECTH HEKOM JIC/IYKIIA]OM
u3 yTBpheHnux, ma je y ToMe CMUCTy CandHa (GopMyJ/in KHHEMaTHKE O IIPOU3BOy Op3uHE U
BpeMeHa Koju jaje npehenn nyr (vt = s), y Bpeme npe lajmie]

Y 1IOMeHyTOj KIbU3M je HArOBEIITEHO, ajll HUje MHCUCTUPAHO, Ja Ce M3pa3 3a CJI000ILy
(1.97) moxke mpoIMpHUTH U Ha HEXKuBe crBapu. TakBo mupere Hac dhopMasHo Helie goBectn
Yy KOHTPAIUKIIA]y POCTO 3aTO IITO Taj N3pa3 MPEeICTaB/ba y MATEMATUIN IPOBEPEHH U JJ00PO
[IO3HATH CKAJIAPHU MIPOU3BOJI BeKTopa. Jlpyro, mopa 6utu moryhe mpormnuperse [Ilenonose
dopmMmye, jep BACHOHOM ,BJIaj1ajy’ CAyIajHOCTH U TO Ha HAYUH MYJITHUIIPOIECUPAIHa 33 UHje
omucuBame je IllenonoBa dopmyna Hemozecna n HemoBosbHa. Kowmauno, dopmymaa (1.97)
ce cBoyjiu Ha llleHOHOBY KaJia 3a KOMIIOHEHTE IPBOI BEKTOpa y3MeMO BepoBaTHOhe Heke
pacriioziesie a 3a KOMIIOHEHTE JIPYTror JIorapuTMe TUX BepoBaTHoha.

IIpernocraB/bamo ja cy ,2kua 6uha’ u ,HexKWBe TBapu’ y HEKOM Iyajum3My, ako Beh
HICY jeJIHO Te UCTO, TAKO Jia JIOK IpBa Texke mTo Belioj cioboau (£), apyra Texe IITO Mamboj
emucuju nadopmarmje (o3uaguhemo je L). 3aro Ham Tpebajy jomyne momenyTe Ghopmyie.
Y kwusnu (B. [2] upumep 1.5.2, 3arum reopema 1.5.4.) je y nupumepy JoKa3aHa jeJHOCTABHA

UMILTAKAIja
(p12p2) A(q1 2q2) = (P1q1 +DP2g2 2 P12 + P2q1), (1.98)
KOja je 3aTuM IIOOIITEeHa y TeopeMy O IPOM3BOJBHUM HHM30BHMa. JIBe n-Topke GpojeBa
p = (p1,p2,---s0n) u q = (q1,42,--.,qn) dune onanajyhe ypehene n-ropke ako Baxe cBe
HEjeTHAKOCTH:
PL2P2>-2Pp, q12G22 2y (1.99)

Taga je BUXOB CKaJIAPHU TTPOU3BOJ

P A=p1q1 + P22+ + Pnln (1.100)

MaKCAMaJIaH. 3aMeHMMO JI MecTa OWJIO Koja JBa WjaHa jeJIHOT Ol HU30Ba, 0e3 IpoMeHe
OCTA/IMX YJIAHOBA, MOXKEMO JIOOMTH CaMO Maiby BPEIHOCT CKaJIapHOI IIpom3Boja. 1o je
CMHUCAO0 TIOMEHYTE TEOpEME.

Ilociienuiia je na [lenonoBa nHMOpMalija Kao CKaJapHU IPOU3BOL, HU3a BEpOBATHONA U
HM3a HETaTUBHUX JIOrapuTaMa ojroBapajyhux BeposaTHola IpecTaB/ha MAKCHMAJIAH TAKAB
OPOM3BOJ. 3aMEHOM MecTa JBe BepoBarHohe (mym JBa Jjorapurma) J00HO 6U ce Mamn
pesyarar. IIpema Tome, na 6ucmo usbersiu JuBepreHnuje nomyT oHe y upumepy [1.2.5
nedrancaheMo nN-TOpKe P U q TaKO Ja J00MjeMO MarbU CKaJapHU IPOM3BO/I.

U3 ucre nmiukanmje (1.98) ciaeau jia u3 o6pHyTOr OpeTKa ypeherma JIBoUIaHnX HU30Ba
P U q Cjlein Mamb¥ CKaJapHU MPOU3BO/I. YOIIIITE, aKo je

Pr2p22-2pPn, Q1Sq2<S(n (1.101)

32Galileo Galilei (1564-1642), uranujancku MareMaTmdap, bu3maap, acCTpoHoM, bumozod.
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Tajia oner 36or (1.98) BaxKu HejesHAKOCT

(P1g2 + p2q1) + (P3G3 + -+ + Pnqn) > (D1q1 + P2g2) + (P3G3 + -+ + Ppgn)-

Hasbe j1ako HasIa3UMO J1a je cKaJapHu Ipou3Boj oOpHYTO ypehennx Huszosa (1.101)

n
L=p-d= ) pra (1.102)
k=1

MHUHHUMaJIaH.
IIpumep 1.2.6. Joxazamu umnaiuxayugy (1.98).

Jlokas. V3 npermocraske p1 > p2 1 (q1 — q2) > 0 maOXKemeM umamo p1(q1 — q2) > p2(q1 — q2)
a HaKOH cpehuBama U 3aKJbyUIaK. O

Teopema 1.2.7. Ckranrapru npoussod (1.102) je najmaru axko (1.101).

Jloxas. Kana komnonenTe Bekropa p y npoussoiy (1.102) mucy nopegane na vauus (1.101),
npecsoknMo cabupke. Cabuparme je KOMyTaTUBHO. 11peTnocTaBuMo Jasbe Ja Cy KOMIOHEHTE
BeKTOpa P ypeheHe Ha aTu HAUMH a KOMIIOHEHTe BeKTopa q Hucy. Heka je qp HajMamu Opoj
OJI CBUX KOMIIOHEHTH (. AKO TO HHje IPBU WIAH, 3aMEHIMO MECTa §1 U ¢f Y LATOM IIPOU3BOLY.
HoBsu ckayapHu TpousBo/L je Mambu O IIPETXOIHOT. 3aTUM [TOCMATPAajMO CBE YJIAHOBE ( OCUM
IIPBOT ¥ MOHOBUMO IIOCTYIIAK, TaKo Aa ce caenehm Hajmamn 9ian nabe na apyroj nosunuju,
npu yemy he ckajgapHyu Opou3Boi, OuTy jour Mamu. Haxon n kopaka umalieMo cBe Mambu
npoussoy (1.102) u Ha Kpajy ypebhene wianose ua vaaun (1.101). O]

3aTo mTO €y cabupI| CKAJAPHOr MPOU3BOJI[Aa KOMYTATHUBHU, UJIAHOBE JATHX 7-TOPKHU
MOXKEMO IIPEMENITATH Y TaPOBUMA, 3aMerbyjynu ¢-TH ca j-TUM UJIAHOM jeJHE N-TOPKE Y3 UCTY
zamemny ojrosapajyhier mapa gpyre. AKO ce HAKOH TAKBUX MpPEMEIITarmba T00Uje TUPEKTHA
(1.99) unm o6puyra (1.101) ypebenocr kommnonenTu, onja hiemo pehu ma cy jgaru BeKTOpU
adanmupanu. Y ciaydajy [llenoHoBe mHMOpPMaIiije UM MakKCUMaJIHe ¢J1000/1e £ U3 MOMEeHyTe
KIbUIe, UMaMO MO3UTUBHY OJHOCHO JIUPEKTHY aJanTaiujy. Y CJIydajy MUHUMAJHE cJI000je,
Yy OBOj KIbU3U IIOMEHYTOI' INPHUHIUIE wH(OpMaIije, UMaMO HETaTUBHY OJHOCHO OOPHYTY
anmanTanujy. Pagumo name y ckiaazay ca (1.9).

1.2.6 JlarpanxujaH

[Tonazehin on Xajzenbeprobux penarmja (1.8) mobujamMo MUHMMAJIAH U3pa3
L = Ap, Az + ApyAy + Ap, Az - AEAt, (1.103)

4qnja je BPeJHOCT h y CBUM MHEPIIMjaJHUM CHCTEMUMA. 3aTO IITO jeé TO 3auCTa WHBAPHUjAHTA
MHEPIUJjATHAX KPETarbha, ¥ IPUMEPY cMo Moruin u3BecTn JlopeHose TpancdopMalmje.
Ca npyre crpane, u3 ucror cMo mobman u uspa3 (1.9) koju mpejcraBsba (IIOOIIITEHN)
cKaJIapHU [IPOU3BO/I BepoBaTHONA MoJiozkaja u HeojpehenocTu nojoxkaja. CIMYIHO CMO MOTIIH
JM0OUTH W CKaJIapHU MPOU3BOJI BEepoBaTHOhA MoJioXKaja W mmmysica. ¥ oba ciaydaja Behoj
BepoBaTHONM oJiroBapa Marba Hem3BecHOCT (y cabupky u3 L) ma, npema TeopeMu m
CKaJIApHU IIPOU3BOJ, UMa MUHUMAJIHY BpemHocT. I[Ipema Tome, 3a m3pas L BakKu IPUHITUIT
HajMamer Jiejera (akmuje), nHade 100po no3Har y dbusunm kperama. Objacuuly.

3aro 1mTo, 3aBUCHO 01 n3a0paHUX KOMIIOHEHTH Pk U ¢k, cKasapHu npoussoy (1.102) naje
HajMarmby BPETHOCT, OH (opMaHO omoHaIa Jlazpansicosy memody y TpaxkKemy jednauuna
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xpemarea. EBo objammbera a 3aTuM 1 goKaza. Kao mro je mosuaro u3 dpusumke, pasiuka
kunernuke (Ey) n norennujaiue (E,) enepruje Hasusa ce Jlazpanoicujar

L=Ey-E, (1.104)

OBaj m3pa3 je ocHOBa TIpUHIATA HajMamer aejctsa u Ojaep-Jlazpansicosur jednavuna Kpe-
Tama, y namkem tekery O-J1 jegmaunna

d (0L\ 0L
“ (=)= 1.1
dt ( aq ) oq’ (1.105)

rie g onpebyje nmHUjy Kperama Koja je y JlekapToBoMm mpaBoOyriioM cucreMy alciuca (),
oppunara (y) wim ammmkara (z). IIpemnocr ose merome Haz HbyrnoBowm je mena Jsakoha
reHepaJIicamba Ha PasHe KOOPJMHATE.

ITpumep 1.2.8 (Oupyra). Hahu O-JI jednawune xpemarsa onpyee.

Pewere. Kunerndka n 1OTeHIMjaJIHA €HEPrUja yTera Ha OIPY3U JIyK X-0Ce Jajy:

1 1,
Ek=§m$, Ep=§k:a:,

i(%)—i —8(Ek_Ep) —imfk—mié %——km
dt\oi) dt O a9 7
mz = —kx,
a 1o je TagHo FbyrtHoB u3zpas F' = ma. 0

ITpumep 1.2.9 (I'pasuranuja). Hahu O-JI jednavune kpemaroa meaa mace m y pasumayuju
naaneme mace M.

Pewere. Kunerndka v MoTeHNWjaTHA €HEPTHja Y IMEHTPAIHO CUMETPUIHOM TIOJBY CY:

1 M
Ej = §m7'"2, E,=-GZ

9(0L) s, 5 Gm

dt \ or or r2’
mM
mit =G ,
r2
a To je IbyTHOBa rpaBuTaIIOHA CHIIA. O

Ha 6ucmo uzsesnn O-J1 jennaunne (1.105) mocmarpajMo BpeaHOCT

to

A= L(q,q,t)dt, (1.106)

t1

KOjy HasmBaMo axuuja win jejcro. Pusnuxa numensuja A je (emepruja)x(Bpeme). Opne
PaJIIMO CaMo ca jeJJHOM KOOPJMHATOM, aJjli je IPUHIIUI UCTH U PE3YJITAT Ce JIAKO ITOOIIIITABA.
3a cse moryhe dyukimje obiuka g = q(t) (t1 <t < t9) ca dukcupaHuM KpajibuM TadyKaMa,
q1 = q(t1) m g2 = q(t2), TpaxKUMO OHY KOja je CMayuonapHa, 1a Jaje JOKAJIHI MHUHUMYM,
MaKCHUMyM W TpeBoj akiuje A. To je mOOMIITeH, y MATEMATHYIKO] aHAIU3HN JOOPO MO3HAT,
METO/I TPasKerba CTAIMOHAPHUX Tavaka nmoMohy Hysa byHKIH]e U3BOJA.
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Teopema 1.2.10. 00 ceux ¢pynruyuja q(t) ca gurcrum xpajesuma, q(t1) = q1 v q(t2) = g2,

ona qo(t) 3a xojy eastcu
d (0L oL
— === 1.107
dt (66]0) qu’ ( )

je cmayuonapha axyuja A (A0KGAHU MUNUMYM, MAKCUMYM UAU NPEGO]).

Jlokas. Ako neka dyuknuja qo(t) maje cranmonapre (HEIPOMEHEHE) BPEIHOCTU akiuje A,
TaJia he cBaka Jpyra o] OncKka PyHKIHja U ca UCTUM KpajbUM TadykaMa JaBaTu y ouTn
ucro A, 0 anpoKcuMmalyja MpBor peja. 3a TakBy CTAIMOHAPHY (DYHKIUjY MOCMATPAjMO

dbynkuujy

q:(t) = qo(t) + zf (1), (1.108)
e x € R) a f(t) ucnymwasa yciose f(t1) = f(t2) = 0. UspauynaBamo:
0 9 [P 9L 0L 0qp  OL 0¢,
—Alq. ()] = — Ldt = —dt = ——| dt. 1.109
gp asWV=50 | /t z /t (qu bz © 8g, Oz ) (1.109)

W3 nperxomue jeaHavamHe MMaMO:

e ORI (O} (1.110)
a (1.109) mocraje
%A[qz(t)];/:( f+ gqi )dt. (L111)
VlHTerpupano Apyri cabupak mapijasiio
8% 8qxf/ ‘) (1.112)

a (1.111) mocraje

) 2oL doc e
9 A= [ (5 LOEN pa s 05 1113
g Alee(t)] /tl (aqx dtaqx)f " 9dn (1.113)

t1

36or rpannunux yeaosa f(t1) = f(t2) = 0 nocienmpu cabupak uidesasa. labe KOPUCTHMO
YHILEHUILY JIa JIeBa CTpaHa Mopa OuTH HyJsia 3a npou3Bo/bHy dyukimjy f(t), jep npermocra-
B/bAMO 112 je qo(t) cranmmonapHa. JeauHu HavmMH Ja TO OyJle TAYHO je aKO je BPEIHOCT y
sarpau (m3padyHnara 3a x = 0) UJAEHTHYKH jeJIHAKA HYJIU, OJHOCHO ako Baxku (1.107). OJ

[Ipumerunmo 1a ce y oBom goka3y Jlarpauxkosa dyHKIMja L MOXKE 3aMEHUTH CKAJAPHIM
npoussogoM L, 3amenom (1.104) ca (1.102), a ma Teopema ocrane tadyna. Tama Taxobe
dyukuumja go(t) ca garuM bUKCHIM KpajeBUMa, IpeJICTaB/ba cTanuonapay speanoct L = L,
ako Baxku O-JI jesmnaumna (1.107). Oryna 3ak/bydax ja ce dectuna Kpelie nneprujaano ma
6u ckasapuu poussos, momyT (1.103), 6uo MuUHIMAIAH.

Ko, nneprumjagaux cucreMa pas3jinkyjeMo JiBe Bpcre onaxKarma. COICTBeHy 0] cTpaHe
mocMaTpada KOju MHUPYje Y JaTOM CHCTEMY M PEJATUBHY OJ CTPaHe IMocMaTpada y OIHOCY
Ha Koju ce jatu cucreMm kpehe. ColcTBeHa U pejIaTHBHA OMMaXKama YIVIABHOM HUCY jeTHAKA.
[Tomro je nmpuopureran npuHimin BepoBarHohe (Hajuemhie ce peasmsyje HajBepoBaTHHje),
pejaTuBHe BepoBaTHOhe cy (yIJIaBHOM) Marbe OJ COICTBEHUX.
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Y cinenehem kopaky je mudopmalnuja Kojy AedUHUANIEMO BEPOBATHONOM Ha Pa3IUINTE
HayuHe, aJli yIJIAaBHOM TParkKuUMo 1a je ca BehoMm BepoBarHohoMm mobujemo mame. He Bummm
paszJjor Ja cajia OLyCTaHeMO OJI TUX JiepUHUII]a, Oap IITO Ce THYE COICTBEHUX MTOCMATPAYA.
MebhyTum, ako 61 3a pejlaTUBHE IIOCMaTpade KOjU Ollaxkajy Marby BEpOBaTHONY peasn3alija
undopmMmaiuje 6una Beha, oHma Ou oHU omakayu Behy mpou3BOIbY U OpXKU TOK BpEMeHa,
a Marmbi OCTaTaK Hepeasin30BaHe HEM3BECHOCTH. BacmoHa Koja mMa BHUIE PEJIATHBHUX HErO
COIICTBEHHMX IIOCMaTrpada Taja 0u Oumya 6P30 HMOTpOINEHa. 300 3aKOHA OJpXKarmba YKYIIHE
HEM3BECHOCTU M WHQOpMAIlFje, CBa HEN3BECHOCT BaCHOHE OM M PealHO HCIypesa 3a BeoMa
KpaTko Bpeme. Bacmona 6u Hacrasa, 6jbeCHyJIa U U3rOpeJia, CBe Y jeJTHOM TPEHYTKY.

Jlaxje, mpow3BOJ/bHA YECTUIIa Ce Kpehe myTamaMa COICTBEHUX HajBehmx BepoBaTHONA U
HajMamux nHdopManuja. PerarnBHn mocMaTpadn TakBe BHIE Kao CMaibeHe U BepoBaTHOhe
n nadopmarmje. Cucrem He MOXKe CHOHTAHO Tpelin y TaKBO cTame J1a OM CMAmbUO eMUCH]Y
nHpopMaIje, jep Ou IpeIao y crame Makhe BepoBaTHONe.

Ba pasiuky oJ1 HexkuBHX, Kuba Ouha joHoce ojyiyke. Csejesno, ciaobomna (1.97) ysuma
caMo BpeTHOCTH o/ HajMarbe, oy T (1.103) Kaja Marba BpEIHOCT KOMIIOHEHTE HHTETUTCHITI]je
MHOXKHU Behly BPeIHOCT KOMIIOHEHTEe Xujepapxuje u oOpHyTo, ma 10 Hajsehe, e ce MHOXKHI
Marba ca MamoM u Beha ca Behom. MuHuMyM gaje Teopema a MaKCHMyM ojrosapajyha
reopema u3 [2]. IIpema Tome, Tparose KuBOTa IOCMaTpaHe TBapu OTKpHIe OJCTYIAkbe O
[IPUHIIATIA HAJMAber JIejCTBa, JaKJe o TpajekTopuja Koja cy periema Ojiep-Jlarpanxkose
jennaunne (1.107), asm He npeseuka. Bugenu cMo J1a je Ta jeJHAIMHA TOCJIE/IUIA IPUHITAIIA
nadopMaImje, a U3 UCTOr CJIeje U ,/beHocTn Kupux O6uha, Koje he MaremMaTnka BpeMEHOM
OTKPHUBATH y HOHAIIAIHGUMA CKJIOHUM j€IHOCTABHUM IIaOJIOHIMA.

Ha npumep, 3a 4oBeka HeBesnkKnx koedunujeHara sekropa unreaureniumje (1Q, majcro-
PCTBO 3aHaTa, Iap 38 YMETHOCT U CJI.) HAjONTUMAJIHUje 3a yCIeX y IMOCIY je Jla CBe PYTUHCKO
CBejie Ha, CJIelly TOCIyIIHOCT. Penmmo, ako y Husy cabupaka (1.97), npernusnuje

£ =141hy +ioho + -+ i,h,, (1.114)

npBa ocobuHa (w1) TPEJCTaB/ba YPEIHOCT y JIOJNACKY HA 110CA0 a Jpyra (ws) IIAHUPAHE
ciemeher pajiHOr JaHa, OHA je Hajbosbe /1a TakaB MMa IITO je Moryhe Behy xujepapxujy 1mo
TUM JBeMa ocobuHaMma, ca mro Belium 6pojesuma hi = h(wi) u hy = h(wz), Te ma mTO Mame
MaHMITYJIAIIE ca BuMa cMmambyjyhu 6pojese i1 = i(w1) u iz = i(we). Tume he Behm usHOC

HBEroBuxX yKYITHUX CHOCO6HOCTI/I
li| = /i + 35+ +i2, (1.115)

KOjH je yIrJIaBHOM KOHCTaHTaH, OCTATU cJIODO/aH 3a KpeaTuBaH paj. Bepyjem ga he Oymayha
UCTpaKMBakha MMOKA3aTH Jla Cy OPraHN30BaHU MEHAIIEpH, KOjU TieHe pajiHe HaBUKe W KOJU Ce
CTPOro MPUIPYKABA]y CATHUIA U ILUIAHOBA paJia, ycrnemunju. HapounTa moTBp/ia oBe aHaan3e
6buhe orkpuhe 1a TaKBU MEHAIEPH, KOJU BPXYHCKUM PAJIOM, PEIOM U JUCIUAILIUNHOM HOCTUXKY
BPXYHCKE pe3yJsITare, 3alpaBo U HE MOPAjy OMTU BPXYHCKU MHTEJIUTCHTHU JHY/IH.

1.2.7 Cartenut

Y HACTaBKYy TECTUPAMO MPETXOJHE 3aK/byUKe. PazmMarpaMo mpBo ciiydaj kpyotcersa came-
AUME OKO ILJTaHETEe, KaJa Cy MeHTPUuGyrajHa U IPABUTAIIMOHA CIJIa YPABHOTEXKEHE, & JIOKATHO
MAaJIO OKPYZKEHhE CATEIUTa MPEICTaB/ba (IPUOJINKHO) WHEPIH]aJHI CHCTEM.

VY HMCXOIUINTY KOOPJAMHATHOL cucTeMa, y Tadku (O Ha CJIUIM HaJIa3u ce IeHTap
mwiagere Mace M, 0Ko Koje poTupajy asa careaura A1 u Ao Maca mq U Mo HA yIAJbEHOCTIMA,
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>

Slika 1.18: Poramuja oko nmeaTpa mace.

1 U T9 IO pr}KHI/H\/J@ nyramwama k1 u k. Ombojue neHTpudyrasHe CHIe Koje CTBapa
poTaliija caTejinTa y PABHOTEXKH Cy Ca IMPUBJIAYHOM CHJIOM I'DABHUTAIlAje U CATEJINTH KJIM3€e
110 cBOjuM KpykHuiiama e ocehajyhu nejcrBa tux cuiia. OHu ce Hajaze y OECTEKUHCKOM
cramy I1a IpeMa ToMe 1y (KPUBOJIMHU]CKOM ) HHEPIUjaJIHOM KpeTamy. 1locTaBiba ce nurame
mra je ca BepoBarHohama u mHMOpMaIijaMa careanra’

JocnenHo mpuHIAIY BepoBaTHOhE, COICTBeHA BepoBaTHONa cBakor o careiuTta Beha
je o penmatuBHe OHOr Jpyror. Takobe, comcrBena BepoBaTHOha ca carejurta Beha je o
OIaykeHe Ha HEITOKPETHO] TadK! KOJOM CATeJuT IIPOJIa3u TOKOM CBOje poraluje, jep 6um ce
UHaYe MOTAo 3ayCTABUTHU Y TOj Tauku (6e3 JejcTBa JIPYruX CUjia WK CYIapa). 3aTo CaTesIuT
He MpeJia3y CIIOHTAHO U3 jeJHe IyTame y JPYry, HUTH Ce 3ayCTaB/ba.

IIpumep 1.2.11. Uspauynamu bpaure cameauma.

Pewere. Lenrpudyraaia u 2pasumayuona Cuia CaTeJIMTa Mace 1M Ha YIaJbeHOCTH T O
1eHTpa Mace M M3HOCE, peaoM:

F.=—, F,=G——, (1.116)

e je G = 6,67 x 107" N m? kg? rpasuramnmona koncranra. V3jennadasamem 1061jaMo
v=+/GM|/r, (1.117)

a 3aTHM 7 3aMemyjeMo ca 71 < ro, W J00mjaMo JBe paziamauTe Op3umHe vy > ve. IlTo je
carenuT nabe Kpehe ce cropuje, 6p3UHOM OOPHYTO TPOHOPIUOHATIHOM Ca /7. O

33y MecTo Kpy»KHHIA MODIH GHCMO y3eTH GIIIO Koje KpUBE IPYTOr pefa (eruIce, mapabote miy Xumep6oe)
aj 6u HaM TaJa padyyH OMO KOMILTUKOBAHU]U.
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Y HEKOj HENOKPeTHOj (CKOpo) GeCKOHAUHO JAJIeK0] TadKh, Kaja ' — 00 U Us = 0, He
oceha ce mejcrBo rpasuTanuje. IlocMmaTpaHo ca TOr Jajekor MecTa, npohu he pejaruban
BPEMEHCKI MHTEPBAJI

A 102
At =20 (1418 AL, (1.118)
2 2 2

Vi-z
JIOK Ha caTejuTy A Koju Kimsu TaHreiujasnom 6psuaom (1.117) 1o KpyzKHUIM ca 1oJIype-
gHUKOM 7 1ipohe maTepBas Bpemena Aty. Ha marom caresnnrty nnrepsan Aty je

At,

\/1—2—5’

rie je At, UHTepBaJ BpEMEHa MepeH CaTOM KOjU MHUpPYje Ha HEIOKPETHO] TaYKW Ha BUCHHU
KOjOM TIpoJia3u caTeanT. KOMITO3UIIMjoM MOCIeamha IBa n3pasa 1001njaMo

2
Al s LB (1.120)
C

Aty = (1.119)

Atoo =

[Tpema TOMe, OCMATPAHO Ca MeCTa M3BaH rpasuTanuje (r — o), GUKCHA TAYKA HA BUCUHU
7 01 IIEHTPA 110Jba UMa YCNOPeH Mok epemena 1peMa (npubinkuoj) dbopmyiin

Atw=—20r 14+ E Ay, (1.121)
1-— QGJQW rc

OBo hiemo objacauTu Ha jorrt jean HaunH y caenehem mogHACTOBY, a KacHuje fieMo okazaTn
Jla ce jeITHAK Pe3y/ITaT J0buja U U3 OIIIITe TeOPHje PeJIATUBHOCTH.

Bpeme ycropasa cpasmepno ca (1.121), na 3ak/bydyjemMo Jia ca UCTHM KOehUIMjeHTOM
oIIaJ1a U peJIaTUBHA MTPOU3BO/iba nHdopmaruje. [Ipomeny BepoBarHohe hemo nporemuBaTu
npoMeHaMa pesaTHBHe (DpeKBeHIje U TajacHe JyKuHe (M3BOpA) UCTE CBETIIOCTH HA JIBA
pazyimanTa Mecta. Ilpum Tome hemo ce OC/IOHMTH Ha IO3HATA MepPEHa U MOTBPE OIIITEe
Teopuje PeJaTUBHOCTH Y BE3W Ca T'PABUTAITUOHUM UPEEHUM NOMAKOM.

Ilocmarpano ca MmecTa m3BaH JOMalllaja I'paBUTAalldje, ca OECKOHAYHE YIA/bEeHOCTH O
IEeHTpa 110/ba, (POPMyJIa 32 IPBEHHU NOMaK (DpeKBeHImje v = ¢/\ U IpemMa ToMe 3a €HEepIrujy
FE = hv dorona, rimacu

2GM GM

— ~ (- —5), (1.122)
re re

Voo =VUp\[ 1 —

rme je r BucuHa (pUKCHE Tadke m3Bopa ¢orona. To je mosnara GpopMysa, aId je U CACBUM
ouekuBaHa u3 Hoge (1.121), jep je dpeksenimja penunpoyuna Bpemeny. KoJsmko myra pesaru-
BHO BpeMe Tede CIIOpHje, TOJHUKO je IyTa Mama (dpekBennuja. TasacHa qyKUHA je TOJUKO
nyTta Beha, ma je

A, GM
Moo = ——— w A (1+ —), (1.123)
1-— 2G]2\4 rc

rze je A, TajacHa JyKuHa (MCTe) eMHTOBAHE CBETJIOCTH M3BOpa KOJU MEpPYje Ha BUCHHU T
OITa’KeHe Ka0 Ao, C4 MECTA BAH I'PABHUTAIMOHOr 10Jha. KOJUKO IyTa je onaxKkeHa TajacHa
Jy2KuHa Beha TOJIMKO IIyTa je BepoBaTHOha Mamba.

OBaj mocJie/ilby 3aK/bydak CMO Beh pacipaB/bajii Y OKBUPY KBaHTHe MexaHuke. LIITo
je Beha TajacHa JIyXKHHA, BHUIIE je pa3BydeHO MecTo Moryher Hasaxkema (oToHA, Ia je
BepoBaTHONA FHETOBOI' HAJIAXKEHa HA JTATOM MECTy Marba. TaMo TO HEje Uy/IHO, ajil OBJE
uzriena usnenahyjyhe u momaso ,menpuxsar/pubo’. To je 3aTo, Bepyjem, MITO KJIACHYIHA
MEXaHUKa TOJMKO OEXKU OJI CJIyIajHOCTU Ja CaJla [oCTaje JOrMa.
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1.2.8 BepTukanan nag

Y ycnosuma ciabor rpasurtarponor nosba (EbyrHoBor mosba), kaga csiobomaH maj 1o
KPY2KHO] IIyTalbl CaTeJIMTa jOIT YBEK MOXKEMO CMaTPATH WHEPIIUjaJJTHIM KpeTameM, Op3uHa
duKCcHE TauKe KOJOM CATEJIUT IIPOJIa3u PacTe ca MPUO/IMKABAEM IEHTPY rpaBuTanuje. Y
OJTHOCY Ha IIOCMAaTpata U3 CKOPO OECKOHAYMHO JIaJIEKOr CATeJUTa yCIIOPaBa PEJIATUBHO BPEMe
un emucuja nadopmaruje. lakie, Tymadehn HacTaHAK BpeMeHa CTBaparmeM HH(OpMAaIyje,
JIOJIA3MMO JI0 3aKJbydka jia HbyTHOBa MexaHwKa mpejBuba ycliopaBame BpeMeHa YHyTap
rpasutanuje. [llTaBuire, mokasyje ce Ja je TO y CKIady ca AJHITITajHOBOM OIIIITOM TEOPU]OM
pesaTuBHOCTH!

AjHmrTajH, a 3aTUM U IHBapU,H_II/I.H,E@ cy 1916. rogmue mokazaJsu Jia ce U3 ONIITE TEOPHje
PEJIATHBHOCTH aIllPOKCUMAITIjOM J001ja KIaCHIHA TEOPHja IPaBUTAI]Ee, AJIM CaJa UMAMO U
0OpHYTH TIOCTYIIAK, U3BOherhe MoC/IeInIa AjHINITajHOBE OIIIIITE Teopuje n3 Kjaacuuue FbyTaose.
MebhyTum, Huje IPUHIUI €KBUBAJEHIIHje HEOIIXOJ[aH 33 TAKBO HoolTaBame. JloBosbHA Cy
CHEIUjaJTHa, TEOPUja PEJIATUBHOCTH U KJIACUIHA MEXAHUKA.

[Tosrazehn ox HbyTHoBOTr 3akoHa, jap:kuMo 1eHTap Mace M u najbe y UCXOIUIITY, a TEJIO0
Mace m HeKa je y cJI000HOM Ma/Ly, penuMo (MoxKe U Ipyradnje) BepTHKAIHO Ka TOM IEHTDY.
[Maname Tesna mMace m npoussou paj (rpasBurtaruone cujie teja M) Koju ce mnperBapa y
KUHETUYKY eHeprujy ma Maca m pacte. IIpema [anmiejeBoM TpuHIUANY e€KBUBAJIEHIIH]je
WHEPIMOHE U I'PABUTAIMOHE Mace, IIOPACTOM Mace pacTe U jaunHa rpaBuTanuone cuie. Heka
Ha myTy dr maca mopacte 3a dm. Tama nmamo:

GM
dmc? = - der,
T
dm GMd
—_ = ,,,,,
m r2c?
Inm = 5~ + const
re
m = moeMIe, (1.124)

rjie 6u Maca Tesa Koje naja Ousa mg y 0OJICyCTBY I'paBUTAIH]E.

PaszBojem nspaza y MakJiopeHOB peJi 1 3aHEMAPUBAEM BUIINX CTEIEHA MAJIMX 1JIAHOBA,
BUINMO J1a je KoedHInjeHT auIaTalnje BpeMeHa jeanak ca koeduimjeHToM nosehama mace.
Ca ucTom arpoKCUMaIlijoM ce IMoKa3yje J1a CBETJIOCT KOja yIa3u y TPaBUTAIIMOHO TI0/bE MEHha
dpEKBeHI]y jeIHAKO Kao IITO BpeMe y I'PABUTAIMOHOM II0JbY yCIopaBa 3007 CMambUBaba
EeHTpOIINje.

Jennaunna (1.224) Baxku 3a rpaBuTaloHa mosba rue je mMaca M moosbHO Beha o
m (ybpsame Beher Tena je 3ameMapuBo y OJHOCY Ha ybOp3ame Mamber), Kaja je IeHTap
Maca y IeHTpy Beher Tejia a Ja oIl yBEeK MOXKEMO MMaTH WHepIlujajHe cucreme. Maca
dorona je hw/c?, dbpekseHImja CBETIOCTH y GECKOHAUHOCTH je wp. JIOK cBeTIOCT myTyje
y rpaBuranuonom 1oy (B. [9]) mena dpeksennuja je w = woeCM/ re?, Ob6puyTO, CTAaBUMO
i 712 je ppeKBeHnuja CBeTJIoCTH w’ Ha HMOBPIIMHM 3Be3jie Hmoaynpednnka R, onjga he oma
yra/baBajyhu ce ox 3Be3ze moctatu (ppeKBEHIHja

M
w = w'e GM/RS ~w'(1- %) (1.125)

34Karl Schwarzschild (1873-1916), memauxu bpusnIap i ACTPOHOM.
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Bunenu cmo 1a je To mosHaTa gopMysia 3a IpaBUTAIMOHN uypseru nomar. OH OBle Takohe
yKa3dyje Ha HIXKY peJjaTuBHY (DPEKBEHIU]y HA MOBPIIUHEA 3BE3/IE.

YHyTap rpaBUTAIIMOHOT 110/ba HE MOXKEMO CHHXPOHU30BATU CATOBE KAO Y CIIEIINjAJIHO]
PEJIATUBHOCTH, AJIM TO MOXKeMO y beckoHauHocTH. Huz ocrimanuja rajgaca CBETIOCTA CTHXKE
13 6ECKOHATHOCTHU HA YIAJHEHOCT T O] IIEHTPa, Ca MOYeTHOM (PPEKBEHIHjOM W M TPajameM
jenue ocumanuje At = 27/wg. MepeHO caToM y TPABUTAIMOHOM MOJbY, IPOTEKJIO BpeMe
Takohe je At, jep cy omjarama norpebHa 3a jiBe daze Tajaca jeHaKa.

MebhyTnm, rpaBuTammja aeayje Ha (PEKBEHIN]Y CBETJIOCTH. 10 Ce BUIU M3 MPETXOHOT,
Jia ce JIOKaJIHA (DPEKBEHIja CBETJIOCTH Merha y ojHocy Ha OeckoradHocT. Ca yraa/beHor
WHEPIMjaaHOT CHCTeMa IJIeJAaHO, JIOKATHA (DPEKBEHIIH]ja [TOCTaje wq eGM/ TCQ, a JIOKaJIHO TPa-
jame jemne dase Tamaca At-e M/ e’ Kako BPEMEHCKU MHTEPBAJ MEPEH JIOKAJHO U3HOCH
At, To JIOKaJIHU caT ycliopaBa y OJIHOCY Ha caT y 6eckoHadHocTu. [la Gucmo g1obuin Bpeme
y GECKOHAMHOCTH MOPAMO MHOXKUTH JIOKAJIHO BpeMe ca dpaxropom e“M/ re?,

ChanmgHO nujaTaluju BpeMeHa, MoMohy (bpeKBEHIHja CBETJIOCTH MOXKEMO H3PATyHATH
U KOHTPAKIUjy JYKWHA Yy HPUCYCTBY TPABUTAIMOHOT IOJha. HeKa je TajacHa JIy>KHUHA
CBETJIOCTU Yy DECKOHATHOCTHU Ao & pacTojarke Koje oHa Ipehe 3a jemumHu<aHO Bpeme ng. ok
ce npubIM)KaBa YIAJbEHOCTU T, OHA jOII YBEK IIPABU 1 OCIUJIAIIMja Y jEJIMHUIA BPEMEHA.
Kaxko ce jiokanna dpekpennuja mosehasa, JIOKaJHa TajacHa Jy>KHHA IIOCTaje oe M/ re?
rocMaTpana n3 6eCKOHAIHOCTH, a pacTojabe Koje Tajac mpehe 3a jeIMHUIly BpeMeHa MocTaje
nige M/ re?, IyxwuHa je pacrojame Koje cBeryiocT mnpehe 3a mato Bpeme. Ymopehera ca
JyKUHOM y OeCKOHAYHOCTH, JIOKaJIHa ayKuHa ce ckpahyje. /[lakie, ma Ou je cBenum Ha
JLy2KUHY Y GECKOHAYHOCTH, JIOKAJIHY JIy2KuHy (y [IpaBIly W3BOPA M10/ba) MOPAMO MHOYKHUTH Ca
daxropom e M/ re?,

Hpyrum o3HakaMa, ako cy 3a [ocMaTpada y MPaBHTAIIMOHOM I0JbY Jy2KuHa (y HpaBILy
npoMeHe jaunHe nosba) u Bpeme Arg u Atg, ucre fie nocMarpad u3BaH rpaBUTAIMOHOL T10Jba
BpenHoBaTu ca Ar u At, upu demy je:

Ar = Arg exp(—%), At = Aty exp(%). (1.126)

To cy m3pasu 3a KOHTpakIujy myKuHa (y HOpaBIly T'PABUTAIMOHOI TOJbA) M JIUJIATAIIN]Y
BpeMeHa 1I03HATH U Y OIIITOj TEOPHUjH PEJATHUBHOCTH y CIydajy cjaabujux mosba (masno M
UM BeJUKO 7). MaKIOpeHOBOM alpOKCHMAIIMjOM UX CBOJUMO HA!

M M
Ar = (1— ¢ )Aro, At:<1+ ¢ )Ato. (1127)
rc? rc?
Mozke ce mokasaTu jia ce uctu u3pasu jodujajy u u3 [papimmuiiose meTpuke
2G M\ 2GM
dsQ:(l— ) dr2+r2sin20dg02+r2d92—(1——) Adt?, (1.128)
rc2 rc2

KOja IPeJICTaB/ba pellletbe AJHIITajHOBUX jeHAYMHA 110Jba (OIIITEe TEOpHje PEJIATUBHOCTH ),
y cdeprum KoopauHatama Orpf 3a MEHTPATHO CUMETPUYHO I'PABUTAIIUOHO TOJBE.

Hamam ce n1a oBa uspadyHaBama U 00jalllbembha JOBOJHHO J0OPO CBEJIOYE O CArJIACHOCTH
[IPUHITAIIA BEPOBATHONE W OBJEe M3BEIECHUX IOCJIEIHUIA Ca IPU3HATOM (PU3UKOM MEXaHUKE.

1.2.9 AjHwTajHOBa rpaBuTauuja

Ajamraju je 3Ha0 pehu: ,, AKo HemrTo He yMerl Jjia O0jacHWII, OHJIA TO U He pasyMerr .
3auy/i0, jep Taj YOBEK je OTKPHUO jeJHy O HAjCJIOKEHUX U HajTeke O0jaIlbHUBUX TEOPHUja
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€r3akTHUX Hayka yorinre. TeH30pCKH pavyH, KOju je y HeroBO BpeMe OHO y 3a4eTKy, a
JIaHAC je II0CTao IIpaBa MOpa He CaMO TeOpUjCKuX (usnmdapa, HPUOIMKUTU YaK U 00/bUM
CTYJIEHTUMa MaTeMaTHKe HUje yOIIIlTe jeJIHoCTaBHa cTBap. lla unak, To je Moryhe objarima-
BaTH U JIAUITIMA..

Slika 1.19: Anbepr Ajumrrajm.

Ajumtaju je 1915, a 3atum u 1916. roguHe 00jaBHO CHCTEM jeTHATNHA:

LUSY (1.129)

G =
I C4

rjle WHIEKCH [ U U O3HAYaBajy TPHU IIPOCTOPHE M jeJHY BpeMeHCKYy KoopaumHary. OHO 1o
[NPOM3WJIA3U U3 THX jeqHadnHa AJHINTajH je Ha3Bao ,TEOPHjOM IIOJ/ba’, ajli MU TO JaHAC
pabe Ha3zMBaMO HETOBOM ,,T€OPUjOM I'paBuUTannje” Win ,reopujoM pegaruaoctu . Ha jeBoj
cTpaHu jenHaxkocTu je Tenzop G, KOju mpejicTaBiba ,,4UCTy" FeOMeTpH]y, a Ha JIeCHOj CTPaHu
je rensop T}, Koju npejcrasba Marepujy. Koedbunujent nsmely 87rG/c4 caMo yckiaahyje
dusnuke auMensuje Ta gBa. llpema ToMe, OBe jedHauUHE MOHA WMAJy CACBEM IIPOCTO
3HAUYEHE: TeoMeTpHja mpocTopa fAedunuiine GpU3nIKy Marepujy u oOpHyTO, Marepuja jiedu-
HUIIE IIPOCTOP.

JloK je Tparao 3a OIIIITOM TEOPUjOM PeJIATUBHOCTH, AJHINITAjH ce 00paTHO CBOM ITKOJICKOM
JIpyTy FpOCMaHyIﬂ 3a 1TOMON OKO yu€erba TEH30PCKOT padyHa, TaJjia HoBe 00JIACTH MaTeMaTHKe.
[Tpusykia ra je uneja xosapujarmmuocmu (U JLyajHO KOHTPABAPHjaHTHOCTH ), KOja je OCHOBA
TEH30PCKOI' PauyHa, a 3alpaBO UMa 3HAYECHHe CJAUYHO PUHIINIY pesaTuBHOCTUA. TeHzopu cy
TaKBe BeJIMYMHE OKO uujer he ce 3Havema cBu nocMmarpadn mohu ciaoxkutu. KoBapujantuoct
j€é u BHUIIlE OJ TOT IIYKOT' KOMIIPOMUCA, jep CHCTeMH OpojeBa KOoje Ha3MBaMO TEH30PHUMa HaKOH
TpaHchopMalija KOOpJAnHaTa y IOTIIYHOCTH 4yBajy popMy 3aKOHa KOjer u3pazkasajy. 3aro
je Ajamraju xon I'pocmana Tpaxkuo na cucremu 6pojesa G, n 1), Oy1y TeH30pH.

Fbux nBojuna cy ce 6p3o ciaoxkuiam ja Ha JieBoj crpanu (1.129) Tpeba crajaru Heku
jeJlHoCTaBHU TEH30p KOju JeduHuIle KpUBUHY HIpocTopa, HoiyT Puumjesor””| rensopa R,

35Marcel Grossmann (1878-1936), mahapcku npodecop MareMaTHKe.
36Grregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), uraiujaHcku MareMaTHdap U OCHUBAY TEH30PCKOT PadyHa.
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WIN IHerOBOT M3BODema KOju ce He OM Memhao IpPeMeITarbeM y IPOCTOP-BPEMEHy, jep Ha
JIECHO] CTPaHM MOKe CTajaTd HeKa HeIIPOMEHJbUBA ILIaHEeTa.

Pu4n je mo cBor Tensopa jomao Hactojehu fa periu, mojeHOCTaB/HLHO pedeHo, cieaehn
npobjieM. AKO MpaB »KHBHU Ha ITOBPIIUHU cdepe, KAKO OH IIOMONY Meperma U M3padyHaBaiba
MOZKe CA3HATH JIa je BeroB npocTop 3akpusiber? Haimao je ga 6u to (yrsiaBHom) Morao 6urn
CJIOXKEHU M3pa3, KOjU je JBa MyTa KOBapHUjaHTaH TEH30P

ort.  art
ij = a—;g—# +Fijrzm_1—‘?l}r§m7 (1.130)
IITO 3HAYHY JIa U HAKOH eBEeHTYaJHe TpaHcdopMalinje KOOPANHATa U3 jeJIHOT CUCTEMa V IPYTH,
Taj TEH30DP O/p:KaBa CBOjCTBa JBEe IIPOM3BOJbHE KOOPAWHATE JaTe IOIUM HHIEKCHMA. Y
cBeTy (bus3nKe TO OM 3HAYMIIO JIa PA3JIUIATH PEJIATHBHU IOCMATPAYIN UMajy je/IHaKa BUDhemba
3aKPUBJHEHOCTH IIPOCTOPA MpeJicTaBibeHe 6pojeBuma (1.130).

Yourrre, WHACKCH i, j,{,m O3HAYaBAjy CBAKU OHOJIUKO KOODIUHATA KOJUKO AKTYEJTHA
reoMeTprja MMa juMensuja. 30or AjHIITAjHOBE Koneenuyuje o cabuparey TeHsopa (cabupa
ce 10 MOHOBJ/BEHOM TODE-eM U JI0EeM uHJekcy) dopmysa (1.130) mpeacraBiba cucrem o
4 x 4 = 16 maprujasnux audepeHnujaIHux jeIHaduHa, Ol KOjux ce Heke MoHas/bajy. /Jla
cTBap Oy/ie jOII CJIOXKEHHU]ja Y THM jeJHaInHAMA Cy KpI/ICTOCbeJIOBI/]iE cuMboIn

J R (39kz’ Ogx;  09ij )
= Z g™ k / 1.131
4 29 OxJ " oxt  Oxk)’ ( )

KOjU, YCIIyT pedeHo U HUCY TeH30pH. TeH3op g, , Ha3BaH MEMpuMKU, mensop, IuHe Koeuiu-
jeHTHU KPUBOJIMHUjCKE METPUKe JeUHUCAHE OIIITUM H3PA30M

ds® = g datdz”. (1.132)

Osaj m3pa3 moommrasa Iluraropuny reopemy. IIperxomuo (g"") m 0Bo (guw) €y y3ajaMHO
WHBEP3HE MATPHIIE.

Baro mro uzBonu (nepuBanuje, poMere) Putnjesor Tensopa Ry, HUCY Hyile, & T€H30D
T, Ha JICCHO]j CTPAHM je/[HAYNHA II0Jba IIPEJICTaBIba CTAIOHAPHY (HEIIPOMEHIBHBY) MaTepPH]y,
Ajumraju je 3a JieBy CTpaHy CBOjUX jeJITHAUMHA CMUCJIHO TE€H30D

Guv = Ry = SR g + Mgy (1.133)

Jennocrasno pedeno, npema Ajamrajny je Tpebasio 6utnu fa je G, HajjeHOCTaBHI}U TEH30D
KOju cajpKu PudnjeB TeH30p, ajid KOju ce He Meha HAKOH (TeH30pPCKOr) JudepeHIparba.
CkaJjiap A je koHcTaHTa MHTErpaluje, Koja je yop30o Jo0uIa Ha3UB KOCMOAOULKG KOHCTAHMA.
Hapasno na ce mehynaposgna zajepuuiia dusudapa U MareMarndapa oJMax OKOMUJIA Ha
AjHmTajHa ¥ Ha EErOB HAUYWH ,OPYTaJHOD CKPHAB/BEHA EI'3aKTHUX HAyKa' MPOMOIINA]OM
OBaKO ,CKJIENIAHUX jejHadnna. HeraTtusHe KPUTUKE CY JIONLIE U OJI HErOBOI IIPHjaTesba
I'pocmana.

Jla cTBap Oyme jour ropa, AJHINITajH je ,,HAMOHTUPAO U JECHY CTPAHy CBOJUX jeIHATHHA.
Omn je 3a T}, pexao Ja IpeJcTaB/ba TEH30D eHepruje, JBa IIyTa KOBapHjaHTaH, a IIpe mhera
eHepruja HUje CMaTpaHa YakK HU BEKTOpOM. TeH3opcke BeimduHe 0e3 mMHiEKca (HYJITOD
pelia) Cy CKaJap, ako OHe MMajy HCTe BDEJHOCTH 3a CBe pejaTuBHe mocmarpade. Jlo
20. Beka ce cMaTpaJio Ja Cy HIOpP. TeMIlepaTypa U eHepruja 3acUrypHO TEH30pU HYJITOTD
pena. BekTop je TeH30p MPBOT pejia aKo Ce HeroBe BPEIHOCTH JIPXKE U MPEJACKOM Ha JPYTU

3"Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), nemauku MaremaTmyap u dbusmgap.
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cucreM KoopauwHata. Ha mpumep, opujeHTHCAaHA JIy2K jecTe BEKTOD, ajd HHUje TEH30p, jep
he poramujoMm TPOMEHUTH CMep Kao CBOjy OuTHY oxpenuily. Hamporus, BeKTOpH cujia Koje
MOAyNHUPY HEKY rpaheBUHY Cy TEH30PHU aKo Ta Irpal)eBuHA U3rJIeIa jeJHAKO CTADMIHOM U KaJia
je mocMarpaHa M3 pasIMYuTHX cucreMa. leHzopu apyror peja cy (Heke) marpuiie, Tpeher
peJia cy OJIOKOBU MaTpHIla CJIaraHU I10 JIyOMHU, U TAKO JIajbe.

[IporsracuTu eneprujy JiBa myTa KOBapHUjaHTHUM TEH30POM, rmodeTrkoMm 20. Beka, O6MIIO
je joIl yBeK HeCMOTpeHO aju He Oair cacBuM 0e3 ocaope. Qg panuje je 6wiao npumeheHo
Jla je eHepruja 4eTBpTa KOMIIOHEHTA BEKTOpa MMITy/Ica (KoJamdnHe Kperama). Tpebaso je
crBap camo obpHyTH u pehin jia ¢y Tpu KOMIIOHEHTE BEKTOpa UMITYJICA 3aIPaBO IIPOCTOPHE
KOMIIOHEHTE , BeKTOpa’“ eHepruje. 3aTUM je TpebaJio MOBEPOBATH Ja & KOMIIOHEHTa eHepruje
JleJlyje Ha Y KOMIIOHEHTY U yOIIIITe ji-Ta Ha V-Ty unTensureroM 1),,. Ilocienmu kopak, pehu
Jia Tensop 1), npejacTaB/ba MaTepujy 6uo je 300r Taja 1mosHaror K = mc? maKimm.

AjHinTajH Huje MHOrO Mapuo 3a excruepuMenTte. O TPHU TeCTa KOja je OH IPEeIJIOKUO 34
OIIIITY TEOPHjy, IPBU - Ja CATOBHU yCIIOPaBajy y I'PABUTAIMOHOM II0/by - HUje IOTBPhHeH 3a
IeroBor kupota. lllTaBuie, IpBu €KCIEPUMEHTH Cy OCIIOpaBaJjIu beroBo orkpuhie. Hberoso
Jpyro mpeaBuhame, 1a OU CBETJIOCT ca JTajleKUX 3Be37a Tpebdajia CKpeTaTH y IPaBUTAIIIOHOM
oJby, HAKOH Mepema 1919. romuHe, YYUHHUIIO Ta je CJIaBHUM, MaJa ce KaCHHUje IMOKa3aJjo
Ja Cy TaKBa Mepema JIBOCMUC/IEHa U cyMibuBa. Tpehu rect je 6uo Hajbo/mU. 360r Manx
anomasinja opbure Mepkypa oko CyHIa carjlaCHUX ca IpOpadyHHMa W3 OIIITe TeopHuje,
Abpaxam Ilajc je pekao , Ajumraju je y npaBy* u ,Jlpupona pasrosapa ca mum®.

Jlamac 3mamo ma je To Tavyno. Ha mpumep, paamo curHajam u3s Jjerenune KacuHu Ha
nyty 3a CarypH HOTBPIMIM Cy IpelBulaiba TEOpHje PEJATUBHOCTH Ca BEJIMKOM TAdHOIINY.
Ay Ajumraje #He Om 300r Tora 6mo mmmnpecuonupad. OH je BepoBao Jia My je Teopuja
HCIIpaBHa 3aTO ITO je KOH3WCTEHTHA, jeJHOCTaBHa W Jiema. ,Ybehen cam ma crpykType
qUCTe MaTeMaThKe oMoryhaBajy oTKpuha KOHIENTa W 3aKOHA KOjU WX IMOBE3Yjy, IITO HAM
Jlaje KJbyd pasdyMeBamba penoMeHa npupo/ie’, pekao je 1933. romuse.

1.2.10 LeapuwmnnpoBo peliere

JlaHac je TemmKo caryiefaTé HepasyMeBambe AJHINTajHa OJ CTpaHe HaydHe 3ajejHure. Y
TO BpeMe jeliBa Ja Cy JbYIU O HayKe W JIyJId 33 HeeYKJ/HUJICKe TeOMeTpHuje, a joIl Maibe 3a
TeH30pcKu padyH. Mmak, caMo Mecer laHa HAKOH 00jaB/bUBaIba OMIINTE TEOPHUje PEIATUBHO-
ctu, Hemadku dusudap u acrponom Kaps [HIBaprimui je 7011a0 10 TPBOT TAYHOT Pelllerha,
jennaunna (1.129), ako He pauyHaMO TPUBUJATHO PeIlekhe 3a paBad mpoctop. OjmMax HAKOH
objaBspuBama cBOr paja 1916. rogune, [IBapmmuiis je ympo y IIpBom cBerckoMm pary Kao
HeMadKM BOjHUK. Marbe je II03HATO Jia je He3aBHUCHO U Y UCTO BPEME U HEMadKU MaTeMaTHdap
Joxanec dpocre (1886-1963) (8. |I1]) gomrao o camdHOr pernesa.

[MIBapmmmuIIoBo pernemne BaXKu 3a IEHTPATHO CUMETPUYHA IPABUTAIMOHA T10Jba, MOIYT
onora Koje creapa CyHIle, aKO 3aHEMAPUMO YTHIA] TIJIAHETa. 3aTO Ta MMa CMUCTIA TPaKUTH
y Merpuim candnoj (1.128), maso onrmrrujoj (8. [10]).

Ilpumep 1.2.12. Uzsecmu Hlsapuywuadosy mempuky u3 jednauuna noma, nosasehu od
ds? = —e*BM 2at? + 240 qr? 4 12 sin? 0 dp? + 1% d6?, (1.134)
2de cy A(r) u B(r) nenosname dynruyuje ydasenocmu .
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Pewerve. Merpuaxu tensop (g, ) u mweMy uuBepsan (¢gM”) mmajy mMarpuie, peoM:

-e2B 0 0 —e2B 0 0
0 24 0 0 0 24 0 0
2 2 ) 1
0 O ™ Ssin 9 02 0 m (1]
0 0 0 0 0 0 5

Kopuctumo obe 3a mspadynasame Kpucrodenosux cumGoma (1.131). Crasumo 20 =

gl = T, 2% = pu x3 = 0, ma mMaMO pPeIOM:

51 Ogk1  Ogkr  Ogu) _ 1 9911 Og11  Ogn
rl = _lk( k1 kL ):_11( _ ):
1 %29 oxt " oxt 0k ) 29 \0st T a9

1,0 1 _y,0e*" 1 0(24) 0A
_ _gu 911 _ 224 ¢ _ 24,24 (24) _oa A’(r),
27 ozt 2 or 2 or or
1 1 1
Fll = A,7 FiQ = O, F13 = 0, Flo = 0
36or cumerpuje gomux ungekca, IV = I'7H nenocpeano gobujamo jour tpu. Hame je:

3
1 Ogr2  Ogra  Ogaa) 1 dg12  Ogiz  0ga2
ri, = —lk( + - ):_11( + - ):
22 kz:;) 29 \ 022 " 922~ 92F ) 727 922 T 922 T B2t
1 119922 1 _5,40(r*sin®6) 24, . 2
=39 a1 =3¢ — g, -"¢ rsin 0,

Fi133 = _e_QAra F(1)0 = QQ(B_A)B,(T)7

I}, =T3 ==, T35=T3=ctgb,

3,=I% = I3, = —sinfcosf,

)

SlI= s

0 0
I'jo =Ty = B'(r),
a CBH OCTaJIM Cy Hysle. 3aruM uspadyHaBamo Puuujes renszop (1.130), pegom:
4

s [ort, or¢ , ,

S.[orf, ary ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
-5 [ 20 S (rhrty - hrty),, ., - (e - (Rt - (18t

(] o[l] Lo,
roode2 LT i3
Riy=-B"-(B')?+A'B'+ %A,’
Roo = [1 - 6_2A(1 1A+ TB,)] sin” 6,
Rgz=1-e(1-rA +rB'),

R = [B” +(B)?-A'B'+ 2B'] e2(B=4),
T
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Puunjer ckanap mobujamMo KOHTPAKIIHjOM:
3 2A " ! 2 ! / 1 2A
R=Y Ry, =-2¢ [B +(B +—)(B—A)+—2(1—e )].
p=0 r r
Osu pesynrarn ynase y Ajumrajaos tersop (1.129):

1 / 2A
G11 = T_2(1 +2rB' —e ),
1
Gag = 12724 [B” + (B’ + —) (B' - A’)] sin? 6,
T
Gag = r2e 24 [B" + (B’ + 1) (B' - A’)] ,
T

Goo = —T—1262(B*A) (1 -2rA’ - €2A) .

3a moCIe I MOXKEMO TPUMETHUTH JIa je
Goo = =28 L[ (1-¢24)], (1.135)
r

mrro he ce nokaszaru kKopucHo KacHuje. TOJIMKO O JIEBOj CTPaHU jeJHAYMHA 110JbA.

Ha nmecnoj crpanu (1.129) je rensop eHepFHjﬁ [IpernocraBuhemo na je enepruja Koja
reHepullle TPaBATALU]y yHyTap JionTe (IIaHeTe, 3Be37ie) MOJIyIPEYHUKa T( Ca IEHTPOM y
HCXOJMINTY, ca TyCTHHOM p(7) yHyTap JionTe u HyJoM u3BaH. llosHaro je ja je TeH30p
eHepruje 3a caBpiineH JIynI y TEPMOIUHAMUYKO] PABHOTEXKU OOJIMKA,

P
Ty = (,0+ g) upty + Pgpuy, (1.136)

rze je p = p(r) rycruHa y Kmjaorpamuma 1o kyouom merpy, P = P(r) je xuapocraTndkn
IPUTHCAK y TACKaInMa, U, = dx,/dt cy xomroHenTe 4-6p3une dIIynIa, a g, je METPHIKH
TeH30p. 3a craruydaH QIIyus je u; = ug = uz = 0, 1a je 4erBpra KOMIIOHEHTa (u())2 = ?e?B,

mro caeau us gl u,u, = —c?. TIpema TOMe, T€H30D €HEpruje NMa He-HYITe KOMIIOHEHTE:
T11 = P€2A, T22 = PT‘2 sin2 9, T33 = PT‘Q, T[)o = p62B.

Crasspajyhn To cBe y AjumrajuoBy jeauaqauny (1.129), 3a unekce p # v 1061jaMo TPUBHjATHO
0=0,a3apu=v=2upu=v=3 1obujaMo UCTy jeHAUNHY. SAHUMJ/BUBE Cy CAMO:

pv =11: r%(l +2rB - e?4) = BZFTGP62A,
pr=22: e?A[B"+ (B +1) (B -A)]=%£p,
pr =00: %623% [r (1 - e‘QA)] = 8Z—Alc’ypeQB.

U3 gerspre (mysre) ciemu:

A(r) = —lln 1- 2GM , M= 47Tr2—p(r) dr.
2 rc2 c2

2 cnemm ma je p/c? rycruma mace, ma M(r)

MOXKEMO MHTEPIIPpETUPATHA Ka0 YKYIIHY MacCy JIOIITE ITOJIYIIpEIHUKa T.

Yaumamo ga je M(0) = 0. 3arum, uz E = mc

38Gtress-energy tensor: https://en.wikipedia.org/wiki/Stress%E2%80%93energy_tensor
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Ha xpajy pemasamo upBy jennaunny (uv = 11) kaga je r > ro. V3Ban Jsonre (iuiaxere
usm 3Be3je), maca M je KoHCTaHTHa, npuTncak je uysa (y Bakyymy P =0), ma umamo:

2GM\ !
1+2rB' —e?4 =0, 62A=(1— - ) ,
re
1 1 2G M 1 1 2GM
B(T):g/l——mM r2c? dr:ﬁ/l— 2GMd(_ rc2 )7
rc? rc?
1 2GM
B =—In([1-
(r) 2 n( rc? ) ’
op . 2GM
- re?
[Tpema Tome, KoHAUHO perrerbe 3a (1.134) je IIpaprimminosa merpuka (1.128). O

Kasa ce yene oznaxa 7s = 2G M [c? koja ce nasusa [lleapuuiundos noaynpesnux, MeTpuKa
(1.134) ce moxke nmcaTn

2
d32=—(1—%)czdt2+1dLTS+7“2(sin29d<p2+d92). (1.137)
T
Ha ymasbenocru 15 o meHTpa Macﬂ je xopuzonm dozahaja, cdepa yHyTap Koje ce HaJIa3U
upna pyna (black hole). To je cdepa Ha Unjoj MOBPUIMHY PEJIATHBHO BpEMe CTOjH, PanjasHe
JyzkuHe (Ka [eHTPY MpaBUTaIlUje) UITUe3aBajy, CHeprije 1 Mace TeJsa Koje OU ce Ha HOj HAIILIe
ocTajy OeckKoHatvHe, M KOja je 3aIpaBo IMOCIeIUIa CHHTYIAPUTEeTa caMe METPHUKeE.
[IBaprmmiagoBa MeTpuKa je 100ujeHa HU30M II0jeHOCTAaB/beba, T0YeB o AjHIITajHOBE
ujeje jna je BacuoHa jerepMuHucTHUKN ypehena (ma je 4-/1) ma o npubsmkHe IpoleHe
rensopa (1.136) caspimenum duyngom. Beli je mosnaro na ona 360r Tora nMa HEIPEIU3HOCTH
OKO IMOMEHYTOI' CHHIYJAPUTETa, KAa0 U Ja UMa IIPOobJIeM ca 3aKOHOM OJpXKarha eHepruje.
MebhyTum, oHa je joir yBek HajOOJba IIO3HATA AIIPOKCUMAIIMja IIPUPO/IE.

393emsbun 75 # 9 mm, Cynues rs ~ 3 km.
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1.3 EHnTponuja

Jlazap KapHﬂ [O3HAT U Kao opranusaTop mnobdejie y dpaHIlyckoj pesosyiuju, 1803.
TOJIMHE OTKPHO je Jia MPUPOIHE IIPOIECU NMajy HEKY YHYTPAIlikhy CKJIOHOCT PACUIIamka KOPH-
cue enepruje. sKemehm ma gmsajuoupa MaImmmHy MakcUMaJjHe e(pPUKACHOCTH OIUCHUBAO je
KPY2KHU IIPOIEC CTUCKAhA U MIUPEHha Taca y YeTUPU TaKTa: 1. M30TepMHO (IIPU KOHCTAHTHO]
remiieparypu 1)) mumperse, 2. aaujabarcko (IpM KOHCTAHTHO] TOIJIOTH () IIUpeme, 3.
n30TEpMHO cabujambe u 4. ajujabarcko cabujambe. OBe derwpu ¢aze Koje ce HA3UBA]Y
Kaproos kpyzkHu nponec npukadyje cauka [1.20] U3 takBux pajgosa je Hacrana rpaHa
dusnKe IaHaC IO3HATA KAO MEPMOOUHAMUKA.

. KapHOOB Kpy»KHM npouec

T, = const 1. U30TepMHO LUMpeH:e
2. aanjadbartcKo WMpere
3. u3oTepmHO cabujarbe

4. aaujabarcko cabujame

Slika 1.20: /Iwjarpam 3ampemune V u mpuTHCKA P.

Pazpujajyhu ciuune uzeje KﬂaYSI/IjYCEl je on 1850. rommHe aHAIU3UPAO U30JIOBAHE
cucreMe y TepMoamHaMudkoj pauorexku. Ou je 1865. rommae y Gu3MKy yBeO MOjam
eumponujelz‘zl (S) necdbunninyhn je kao eHeprujy Koja ce BUILE He MOYKE [IPETBOPUTH Y CJI000/IaH
paz (W). Y TepMOIMHAMUIIN je €HTPOIIN]ja ¥ JIAHAC BEJIMIMHA KOja IIPEJICTaB/ba HEJOCTYIIHOCT
TomI0THE eHepruje ((Q) 3a mperBapame y MEXaHUIKU PaJl, KOja Ce 4ecTO MHTePIPeTUpa Kao
CTeIleH Hepea WX CIYyUIajHOCTU JATOT (DUBUUKOI CUCTEMA.

Hakon Tora cy maydnuiu momyT BOJmMaHEF‘EL FI/I6Cﬂ u MaKCBeJIaEl E€HTPONNjU JATN
CTATUCTUYKO 3HAUCIHE. '1epMOIMHAMIYKA TeUHHII]ja EHTPOIINje OIUCYje heHy yIoTpedy y
eKCIIEPUMEHTHIMA, JTOK CTATUCTHIKA Pas3BUja Taj KOHIENT, Aajyhu My ay0/be 3HAUEHE.

40T azare Carnot (1753-1823), dpaHiycKu HOIATAYAD, HHKEHEP U MaTeMaTHIap.
“'Rudolf Clausius (1822-1888), nemauxu usnyap 1 MaTEMATHYIAD.

“2rpu. evTpomn - OGPT Ka yHyTDA.

“3Ludwig Boltzmann (1844-1906), aycrpujcku dbusuaap n bumozod.

44 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), amepuuku uHKemep, buUsnIap U MaTEMaTHIAP.
45 James Clerk Maxwell (1831-1879), mkorckn MaTeMaTnuaku dusndap.
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1.3.1 TepmoauHamuka

Konnenr enrponuje xoju je mpomsammao u3z Kaproosoe uukayca je ancTpakTaH, HUje
ekcrepuMenTasan. Ha ciaumm jé IpUKa3aH KPY:KHU TEPMOIUHAMUYIKH IIUKJ/IYC IIPEHOCA
Tomtore () U3 CTamba BUIIE y CTaibe HIKe TeMmieparype 1" u oopuyTo, rie je 11 < Th. Tomnora
()2 ca TemmepaType 15 mpeasn y XJaann pesepBoap Temieparype 17 y Tomwaoty (1. IIpema
Kapmnoy, pajg W morke mpousBecTn caMo OHAj CUCTEM Y KOjeM Ce Merha TeMIeparypa, a OH ou
Tpebao 6uTu Heka (HyHKIMja pasjInke TeMieparypa u amcopboBamne Tomaore. [Iperusnuje:

W:(ﬂ)%:(l—ﬁ)cg2 (1.138)
Ty Ty
je MaKCUMaJIHU paJi KOjU TOIJIOTHA MAIlIMHA MOXKE IIPOU3BECTH.

Mebhyrum, Kapro je morpermnmno ysumao ma je (Jo = (Q1 jep je Tajga akTyegHa TEOPHja
KaJopHja CMaTpaja Jia y CBaKOM CJIydajy BayKd 3aKOH OJ[pyKarba TOIIOTE. TeK HAKOH
Kunaysujyca un Ke.HBI/IH@ MM JaHac 3HaMO Ja je 3amnpaBo Qs > (Q1, a oTyda UMaMoO Hu
arrcosryTHy, KeJIBUHOBY ckaJly Temreparypa. Paji Koju mpousBeie cucTeM je pasynka usmehy
arcopboBaHe TOIIOTe TOILIUjer pe3epBoapa U TOILIOTE MpejiaTe XJIaIHUjeM:

W =Q- Q1. (1.139)

U3 nperxoane u oBe jeguakocTu (y Cydajy MAKCHMAJHOL Pajia) CJICIH:

e

A
S T T

= 0. (1.140)

rie je ca AS = Sy — 51 paznuka Heke Hermo3HaTe (PYHKIMje Koja MMa (BU3NUKY JTUMEH3U]Y
TOILIOTE TIo/IehbeHe TemmepaTypoM. OBa jeTHAKOCT MOTBPhyje npsu 3axon mepmodunamuKe:
YKyIIHa eHepruja M30JI0BAHOT CUCTEMa je KOHCTaHTHA. KHepruja ce moxke TpanchopMucaTu
U3 jeHOr OOJIMKA y JIPYTH, aJli He MOYKe HACTATH W3 HUJYera HUTH MOKE HECTATH.

Takobe, jequakoct (1.140) mMrunupa Jia HOCTOju HeKa QYHKIMja CTaba

§-= (1.141)

KOja He Mema BpeJHOCT (KoH3epBupaHa je) TokoM (onrumasinor) Kaproosor nukiyca. Ty
dbyukujy je Kmaysujyc mazsao enrpomnmjom. Jlasba orkpmha y oBOj 00jacTH YIUHHO je
Bosmman oTkpusmm Ja je sorapuram 6poja |w|, Haquna jenHosmkor pacnopehuBamba w Koju
cy nmorckyt §) cBUX HaumHa pamopehuBama raca y cobu, jennax KiraysumycoBoj enrponuju

S =kpln|w), (1.142)

e je kg = 1,381072% m? kg s72 K~! Bosmanosa KomcranTa (BazKu 3a IPUPOJTHI JIOTAPUTAM,
ca GasoMm e ~ 2,71828). [lo 6poja |w| Bojie OHU pacnope w KOju Cy HajBEPOBATHUjHU, & TO
Cy PaBHOMEDHH PACIIOPEIN 1O CBUM Moryhmm mosuiujama Mojekysna. Hawmme, Ha n € N
MoseKyaa uMa n! = 1-2...n oyTa BHUIle PABHOMEPHHUX PACIOPEIa O PEIUMO PacIopena
UCTHX MOJIEKYJIa Y TOMUJIKA. 3aTo ITO je BojMaHoBa €HTpPOIMja MaKCHMAaJIHa 3a pacyTe
racope, 3aTO IIOHEKa I KaykKeMO Ja €HTPOIHja [IPeICTaB/ba KOJUINHY Hepea.

Ha cmnu[I.21]je npuxasano nosehame Bompanose earporuje AS = Sy—S1 u3 BpegHoCcTH
S1y Ss Koje ce melaBa MpejlackoM CYIICTAHIE U3 UBPCTOr Y TEYHO U Ja/be Y TACOBUTO CTAILE.

46William Thomson, 1st Baron Kelvin (1824-1907), MKOTCKO-MPCKU MareMaTudap u busudap.
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CnmaHO ce JielmaBa y CIIOHTAHOM IIPOIECY MCIIapaBamba, KaJjia MOJIEKYyJIe CJI000IHE J1a Uy Y
6usI0 KojeM IpaBily 3ay3umajy cBe Behy zampemuny. To je maHac j106po 1O3HATO U CBUMA
HaM H3IJIe/Ia cacBUM jeqHocTaBHO. Marbe je mosnaro ja je Bosrvan u3Bpiimo caMoyoncTBo
7 TO He 300r TOTra IITO je MOJIy/ 0, Beli 3aTo IMITO ce HUuje MOTa0 HOCUTH Ca MCMEBAEM CBOjUX
KoJjiera pusnvapa Koju €y ce TaJa pyrajii lerOBOM HaBOIHOM OTKpHNYy.

noeehatbe eHTponuje

#

YBPCT KpUCTan TEYHOCT

Slika 1.21: IIpomena enTporuje.

Y 0oOpHYTOM HIpOIleCy Ha WCTOj CJIMIIH [IPEJIACKOM U3 TaCOBUTOI' y UBPCTO CTalbe,
EeHTpOIIHja ce cMambyje. Pacyre mosekyse raca ce Hehe TeK TakKo CabUTH Ha FOMUIILY, 11 je 3a
CMAaIbUBaIbe CHTPOIHje TOTpebHa JgomaTHa eHepruja. CantdHo TOME, KaJla KPUCTATHA TOCY/Ia
majiHe u pasbuje ce, enrponuja ce moseha, ajgm Huje Moryhe meHO CIIOHTaHO Bpahame Ha
HIUKY BPEJIHOCT, OIHOCHO Bpahame Kpucraja y IpeTxXoHO HeolrTeheHo crame.

Yorrre, Kajia jeJTHAKO BEPOBATHE HCXOJE MOJIEUMO y I'pyIle, BUIle peasu3anuja Ouhe
y rpymnu ca Buile ucxoqaa. Ha mpumep, vy ciydajy Oamama ¢ep HOBUnha 1Ba myTa, MOryhu
ucxo/u cy jeaHako seposarHu ejementu ckyna ) = {IIIL IIT, TTI,I'T}. Uexox ga je nsa
myra najo nuemo je noackyn wi = {III}, a ucxom ga je maso m MUCMO U TJIaBa je MOACKYIl
wy = {II,T'TI}. Kako apyru nojckyn uMa Buiie ejgeMeHata, |wi| = 1 a |wa| = 2, on le
ce dernhe peasm3oBaTu. To ocTaBsba yTHUCAK Jla NIPUPOJA pajidje peajusyje OoHe CJydajHe
norabjaje koju nmajy Buire (jeJHAKO BEpOBATHUX) OIMIMja, KAO Jia M OHA BOJIU CJIOOOJLY, IITO
je Takobe rmocJseauIia IPUHIUIIA BepoBaTHOhe.

3HaMO Ja IpHUPOJa TEXKHU CTambuMa Behe eHTponuje, Kao Ha ciaunu [1.21) a To sHaum u
Boanmanose enrponmje (1.142), ogrocHo sorapurma 6poja |w| xoju je 6poj ucxoma seher
on moryhux pacropesa. To je cmucao dpyeoe 3axona mepmodunamuke: YKyIHA €HTPOIN]ja
M30JIOBAHOT CHCTEMA MOYKE CAMO pacTu BpeMeHoM. OHa MoKe OCTAaTH KOHCTAHTHA Y WICATHOM
Caydajy Kaja je CHCTeM y CTarby PaBHOTEXKE, y CTADUIHOM CTAly WU KaJia je TMOIBPrHYT
peBep3ubusHOM (1oBpaTHOM) Tiporecy. [Tpupoaan nporecu ciionranor nosehiama enrpomnuje
ce Ha3WBajy MpeBep3uOUIHNMA (HEOBPATHUMA), a 3000 HBUXOBE JOMUHAIM]E Ce MPOIILIOCT
cMaTpa HecuMeTpudHOM ca Oyyhuomthy. CrioHTaHy TeXKiby MPUPOIHUX CUCTEMA J1a OIYBajy
win noBehiajy eHTpOINjy HA3UBAMO NPUHUUNOM ERMPONUJE.
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1.3.2  WHcbopmauuja eHTponuje
Beposarnoha ,seher pacnopeja (Hekor ncxomna u3 ,pelier” ckymna ncxozua) je

_ el

P - )
2]

(1.143)

e je || 6poj cBux moryhux ucxona. IIpema Tome, sehe yuenihie Beposaraujux (w) y ckyiry
ceux ucxoia () naje sehy Beposarnohy (1.143) u Behy enrponujy (S = kpln|w|). Aum,
3a pazjuky oj mHdopMaIluje, eHTPONKja Huje jiorapuTaM BepoBarHohe, Beh je jorapumram
weHor jena. [Ipomena w — wy Ha ckyn ca jomr Belinm 6pojem ucxona (|wi|) Hexor mpyror
pacnopeza (y okBupy cBux (), usnocu Alwi| = |wi| - |w|, pesynrupahie npomenom enrpomnuje
u BepoBaTHONE PeioM:

AS = kpln 1 ap o Akl

jwl 2]

3arTo 1ITo je pas/inKa JorapuTamMa jeJJHaKa JJOrapuTMy KOJUIHUKA 3aTO HU PA3JINKA €HTPOIIN]ja
HUje IPOCTO JIoTapuTaM pa3Jjinka BepoBarHoha.

Ilox errpornmjom moapazyMeBaMo JJorapuTaM 6poja caMo OHOT JIeJIa PACIIOPE/Ia KOJU TIHHE
jenmHonuKo pacnopehuBame. Y TOM Jiesly, ONTUMAJHUX aJil HE U CBUX pacnopehuBama,
JiorapuTtaM Opoja pacmopefa jecte BpcTa umHOpPMAIHje. 3aTO Ce Ha eHTPOIN]y OJIHOCe
HaIlM TTPETXOMHE 3aK/bydli 0 Xapminjeroj nndopmanuju. Ha npumep, ako je peaTupBHA
nadopMaIja Mama OH/IA je TAKBA U PeJaTUBHA €HTPOIH]ja.

Ca oBUM 3aKJ/bydYKOM O HpUYA O €HTPOINUju OWjia 3aBpIleHA, aJd HUje, jep MU jOII
YBeK He 3HaMO TadHo mita je undopmaruja. [lomceham, Xapriaujesa medununmja mpesuiire
ynporthasa crBap, llenonosa je memoysmana (B. npumep [1.2.5) u HeIOBOJBHO omITa, a
rerepasincany uadopmanujy (1.103) cmo Tex orkpmim jpxkelin ce NPUHIUIA ITKPTOCTH
nperxoaue ase. Taj npuryun un@opmayuje IpeMa Kojoj je IpUpoia MITeI/bUBa Ca TPOIIEHEM
cBOje Hem3BecHOCTH, objarnmbaBa enrponujy. Hawmme, zaysumajyhu jemnosiuke pacropee,
JpYTuM pednMa Texkehn BeheM Hepemsy Wian cJI000u, MOJIEKYJIe YnHe Tac aMOpMHIM, 6311~
YHUM, HECKJIOHUM HCIIO/baBalby Omyio KakBux ocobuna. [Ipema Tome, mpunnun nadopmaimje
je eKBUBAJIEHT NPUHYUNY eHmponuje, CIOHTAHOM IIPEJIACKY CHCTEMA y CTarhe Belie eHTpOIIHje.
Ob6a cy nocienuiie npuHyuna eeposammohe.

[Tonceham na je 3BanuvHa pU3MKa y BEJIMKOM HECKJIALY Ca CBA TPU ITIOMEHYTa IPUHITUIIA.
Axo je (mpunrun BepoBaTHOlie) HajBepOBATHHje Jla CaM ja Ty IJie caM, OHJa je 3a CBaKor
JIPyror KOju Ty HHUje BepoBaTHONA peslaTHBHA. 3a MeHe je FhUXOBa IO3UIMja pejaTHBHA
u Mame BepoBaTHa Takohe. Beh To je y Heckiamy ca caBpeMeHUM cXBaTameM (DU3MIKE
BepoBaTHOhe, aju je y CKJaJjly PeluMO 3a 3aKOHOM HHeEpIHje: ja caM y CBOM CHUCTEMY
MUPOBaha WM jETHOJHUKOT ITPABOJUHUJCKOD KpPETama jep Cy MU CBa JIpyra CTama Marbe
BepoBarHa. /Ipyro, peratuBua nndopmaliija je Mama, jep Ou y IPOTUBHOM BACHOHA, U3TOPEJIa
kao mubuma. Ona Ou cBojy HeozipeheHOCT 3a Yac MOTPOINMIIA YTOJUKO Op2Ke INTO MMa
BHIlle (DUBNIKUX CUCTEMA, UECTHIA, KOJUX MMa CKOpO OECKOHAYHO MHOro. Aym dusnka
JIO OBOTa jOIIl HUje JOINIa, HeEMa HEKO MUI/beIbe, jep OHAa jOIl YBEK He BHUJIW BpeMe Kao
npoussejieHy undopmanujy. Tpehe, IpUHITUI eHTPOIIKje BUIUMO KAO [TOC/IENILY TPUHITAIA
nadopMaIje, Ha HAYWH 1 je peJIaTHBHA eHTPOIHja Takohe Marba, YIPKOC (PU3UIU KOja
JPKU Jla je peJaTUBHA €HTPOIHUja jeJHaKa COICTBEHO].

Pesynrare kiacudne TepMOIUHAMUKE, KAO W PE3Y/ITATE TEOPHUje PEJIATHBHOCTH, OBJE HE
OCIIOpaBaMo, ajii NeMO HCIpaB/baTh HEIOCTIETHOCTUA CABPEMEHE PEJIATHBUCTUYKE TEPMOIH-
namuke. Kako je To moryhe? Ila, mpe cBera 3aTo IITO Ce PEIATUBUCTUYKA TEPMOIMHAMITKA
MO2K€ TPETUPATHU Ha PA3/IMINTe HAYNHE, & J]a Ce IIPU TOME KJIaCUIHE TEOPHUje, TEPMOJIMHAMUKA

(1.144)
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u meopuja peagmusrocmu, He Mopajy Memarn. OcspryheMo ce Ha 0BO 3amazkarbe, a 3aTHM
heMo yBOIUTH HOBE MOCTABKE M TECTUPATH EUXOBO Cllarame ca KJIaCHuIHUM.

Tokom 20. Beka ma 70 jJaHac 00jaB/bEHU Cy MHOTH HAyJIHU PaJOBU U3 OOJIACTH PejIaTu-
BUCTHUYKE TEPMOJIMHAMEKE Ca KOjUMa ce OBJie He ciaxkemo. [lomenyhiy camo meke. Ajumrraju
je 1907. rommHe mpejyIoXKuo Ja ce eHrponuja cmarpa JIopeHnoBoM mHBapujaHTOM (Ja ce
He Mema 300T KpeTama CHCTeMa), T€ JIa Cy TOILUIOTa M TeMIepaTypa CHCTeMa y KpeTarby
Marbe 0Jf COlICTBeHNX (BuljeHnx y muposamy). VIcTo je npeiokuo u Hﬂam@ 1908. romune.
Sarum je Ot 1963. rojuHe TpPaxkKMo CACBUM CYIPOTHO, Ja Cy TOILUIOTAa U TeMIileparypa y
KpeTamby Behe of1 onroesapajyhux y MUpoOBaiby, a Jla je IpU TOME €HTPOINja TaKohe CTaJIHO
ucra. Jlanmcbepr je Herjie y TO BpeMe JIOIIA0 IO 3aKJbydKa Jia TOIUIOTY TeJa y KpPeTarby
Tpeba cMarparTu MamoOM, a TEeMIEPATYpy W eHTpOIHjy HempomewmuBuM. Ban Kawmnen je
OTKPHUBao Ja cy cBe Tpu koucTanTHe. Ha kpajy je Basecky mokasao ma je To cBejesiHo, j1a ce
PEJIATUBACTUYKA TEPMONHAMUKA MOYXKE TPETUPATU HA PA3JIMINTE HAUMHE TAKO Ja KJIACHIHA,
TEPMOJIMTHAMUKA, M TEOPHja PEJIATUBHOCTH MOT'Y OCTATH HEITPOMEHEHE.

3060r MHOIITBAa OBAKBUX CYIPOCTAB/HEHUX HaJja3a, y (PU3NIU ce JaHAC MEMNEPEMYPG
nedunmIIile camMo 3a JBa TeJia Y PEJIATUBHOM MHUPOBAILY jE/IHO IOPEJ JPYTrOr, Ia TaMo TJIe
TOILJIOTA OJJIA3U KayKeMO ,,TaMo je Xj1aHuje”. 3aTuM IIPAaBUMO CJIOXKEHHU]je allapaTe 3a Mepere
TeMIeparype, KopakK II0 KOpak, II0YeB O] KOHTAKTHUX TOIIOMEpa Ia JO0 HEKOHTAKTHUX
TepmoMeTrapa. Mely majcaBpemenmje TakBe ypehaje crmamajy wHMpanpBeHn TepMOMETPH
KOjU TeMIlepaTypy M3BOJie U3 KOJMYMHE TOIJIOTHE pajujanuje (T3B. 3paderba IPHOI Teja)
eMUTOBAHOT W3 TpenMeTa Mepema. OHE ce HA3MBajy W JIACEPCKUM TEPMOMETPHUMA, jep
KopHcTe Jiacepe 3a HaBoheme. ¥ cienehoj ceknmju hemMo BuAETH KaKO OBAKBH TEPMOMETPHU
noTBphyjy (Xumo)rese Koje OBIIE M3HOCHM.

KonTakTHO Mepeme TeMiiepaType Tejia y KpeTamwy je peTko Moryhe, a Kajia je Mmoryhe auje
moy3gano. Ha nmpumep, y criopujoj Ba3ayIHoj CTpyju TeJia ce XJiaje 300r jader ucrnapaparmba
(myBajyhu xsaaumo cymy), amu npu sehum Gps3uHama Ba3jyxa OHa Ce HUIIAK 3arpeBajy,
cMaTpaMo 300T TOMUHAHTHHUjEr TpeTBapaha KHHETHIKE eHePTHje KOja ce TPEHEM IIPEHOCH Ha,
Tesio U Tpesia3u y Tomiory. IIpu jomr Behum Op3mHama, Ba3ayXx ce He MOXKe JIOBOJBHO OP30
CKJIAIbATU HUCIIPEJ MpeaMeTa, KOMIIepecyje ce, Mpoy3poKyjyhu joir jade 3arpeBarbe Tejia.
Merteop koju BenukoMm Op3unoM ysiehe y armocdepy TOIUKO ce 3arpeBa Jia Caropu.

Cge TO yKa3yje Jla Temieparypa mnpejMera (TOIIOMepa) y CTPYju Bas/yxa HUje HCTO
IITO U TeMmIileparypa caMor Bazjuyxa. Vmak nmpuMeTumo Jia ce y aepoHAyTHIM y3UMa Jia je
npubJINKHA TPOCETHA PA3JINKa (CONCTBEHUX ) TEMIIEPATyPa Ba3/lyXa U 3arPEjaHor IpejMeTa
IIPEKO KOjer ce Baz3/lyX Kpehe npornopinoHasina KBaJpaTy Op3une Ba3jyxa, MITO HAC HABO/U
Ha 3aKJ/byJaK Ja TEMIIEpATyPa pacTe ca Kuhemuyukom enepaujom. Ilogcernmo ce jorrr jemuom
IITa je TO KNHETUIKa eHepruja.

N3 cunenmjasine Teopuje peATHBHOCTH 3HAMO Ja 33 E€HEPIHUjy Teja y KpeTamy BaxKke
penarmuje:

E=~Ey, ~v=——m, (1.145)

rie Fy enepruja maror Tejia y MEpPOBaby, a E enepruja ucror y Kperarmy 6p3uHoMm v. bpauna
cBeTIOCTH y BakyyMy ¢ & 3-10° m/s me 3aBucu oy 6p3mHE KpeTama H3BOPA CBETJIOCTI.
Pa3zBojem y crenenu pej peslaTUBUCTUIKN KOeUIU]EHT Jaje:

102 1 102

’)’214‘56—24—...7 ;:1—50—24-..., (1146)

“"Max Planck (1858-1947), nemauku dpusmdap.
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re HUCY HAIUCAHU CADUPIM YeTBPTOr W BHUIIEr CTeleHa Op3uHa, jep Cy 3aHEeMap/bUBU 34
peJIaTUBHO MaJio v y OIHOCY Ha c. Kaja pasBujeHO 7y BpaTuMoO y IPETXOAHY (POPMYJIy U
CTaBUMO 32 KUHETHUYKY eHeprujy Ej = %mov2 +..., 1obujamo

E = Ey+ Ey, (1.147)

jep je mg = Ey /62 Maca JaTor Tejaa Y MUPOBAILY.

Jlobujenu u3pas, a U caM IOCTYIIaK HaM I'OBOpe HeKo/uKo cTBapu. [Ipso, Temmeparypa T'
KO0jy he mokazaru Tortomep y cTpyju (umeaaHor) Basmyxa Op3uHE v MOXKE Ce allPOKCUMUDATH
n3pasoM

T =~Ty, (1.148)

e je Ty Temmeparypa Kojy 61 1oKaszao TomiomMep ussBat crpyje. JIpyro, pejaTuBHa eHepruja
(E) rena je 36up concrsene (Ey) u kunernuke (Ey). To je ykyHa enepruja rejia y Kperamwy
u Ty HeMa MecTa 3a nopeliame TONJIOTHE eHepruje Kao OCIUIATOpHE eHepruje (MoJieKyJia)
wm xemujcke. Jlakje, kperameMm ce moBehaBa camMo TpaHC/IATOpHA eHepruja, ma je

Q = Qo, (1.149)

rme ¢y Q u Qo peaoM peslaTHBHA W COICTBEHA TOIJIOTHA eHepruja. Ta Tomrora (), Kao
MoNAOMa ewmponuje, 3a HAC Ce oIl BUIIE Pa3JIMKYje OJI PEIIMMO €HTAJIIN]je, HErO TO je TO
y CaBpeMeHOj (PU3UIIN.

Ca oBuMm objamtmemeM, pesiatuBHa entporuja (1.139) mocraje

S = 8o/, (1.150)

rje je Sy comcrBeHa eHrponuja, a 7y je pejarusucruuku koeburmjent (1.145). To snaum
Jla ce pejlaTUBHA €HTPOIHja CMabyje ca rmoBehameM pejlaTuBHE ODp3UHE Teja, YIIPABO OHAKO
KaKO BpeMe yCIOpaBa U KaKO ce cMambyje nHdopMaImja.

3uaMo ja 300r IPHUHIUIA €HTpOoIuje u3 cobe ca BelUM HPUTHUCKOM Ba3JyX CIIOHTAHO
mnpeJia3u y coby ca MamUM U Ja HeMa TaKBOI KpeTarha aKo Cy IPUTHUCIU Ba3lyxa y codbama
jennaku. JlociemHO MPeTXOIHOM, aKO Ce 3aTBOpeHa MpocTopuja Kpehe 6p3mHOM V = const.
KPO3 Ba3JlyX UCTOI IIPUTUCKA Yy MUPOBay, 3aHEMAPUMO JIM BUCKO3HOCT (CHUJIE YHYTPAIIHEr
Tpema), 60YHM mpuTHcak u3 cobe Ha 3ux Guhie nosehan npomoprwonanno . O6pHYTO,
CeJINMO JI y BO3WIY Koje ce Kpehe je/IHOMKO MPaBOJIMHUjCKU KPO3 Ba3yX UCTE T'YCTHUHE,
0oYHU IPUTHUCAK Ka YHYTpa buhe orreT Behu mpomoprnuonaHo v, 300r IPUHITAIIA PEJIATHBHO-
cru. O 0BOM Ham3IJIe]l NAapaoKCy pacipaBulieMoO KacHUje, a JI0 TOra MOTJIeJajMO YUMe jOIIl
MOKEMO OIIPABIATHA HOBY HIejy O Belioj peslaTMBHO] TeMIEpaTypH.

1.3.3 Llpeenn nomak

Bakspyuak (1.148) nozgpxkasa Texnosoruja uHdpalipsennx repmomerapa. Cperyocr je
JIe0 CIIEKTPa eJIEKTPOMATHETHOT 3padera (CJIUKa , o/ HajBehux TajlaCHUX JIyKUHA
(uudpanpseno, 700 nm) so Hajkpahux (yarpassyoudacro, 400 nm). 3HaMo 1a caB crieKTap
n3popa E-M rasnaca y kperamy uma Behe Tasacue mgyxume 36or Hommeposor edekra. Kaxke
ce TaJlacHe JIy’KUHE M3BOpa Y KpPEeTamy IpaBe nomak Ko ypeerom, Koju hemMo oBjie Ha3BaTU
,IIOMaK Ka TOIUIIjeM", IIPOCTO 3aTO LITO ce cByTie vy dbusunu uspas ,,Jlomiepos edexar’ (uim
Hormepo momak) Moxke 3aMeHUTH ca ,Beha Temmeparypa’, 63 KOHTPaJIUKIILje.

JomnepoB edekar je permMo BUIIMH TOH 3BYKa CHPEHE KOja HAM ce HPHUb/IMKaBa WIH
HIDKKA Kaja ce yaa/baBa. OOpHYyTO (DPEKBEHIWjU U ce Memha TaJacHa JyKUHa A, jep je

Pacrko Bykosuh 71



[MPOCTOP-BPEME

CIICKTap BHAJEHBEC CBETIIOCTH

D.‘.';Iun D.E:un D.E!pm lulpm
HH}panpBeHa yATpabyOH9acTa

Slika 1.22: Jleo esleKTpoMarHeTHUX TaJIaCa.

EIXOB [IPOM3BOJL jeJIHAK KOHCTAHTHO] (Op3uHa 3ByKa ¢, y Boju je oko 1500, y Bazmyxy 340,
a y Bakyymy 0 Merapa y ceKyHju) Op3uMHM Tajaca U3BOpa y MupoBamy ¢, = Av. To je
CBOJCTBO CBUX TaJlaca KOja HaM Y CJIY4a]y CBETJIOCTU IIOCTaje HAPOUYUTO 3aHUMJbUBO.

BHaMo J1a M3BOp TaJsiaca COICTBeHe (OMarkeHa ca M3BOpa y MUPOBAIbY) TajacHe JIyKHUHE
Ao 1 dpekBeHImje vy, Koju ce Kpehe 6p3uHOM +v 110 IIPABILY Ha KOjeM ce HAJIa3H ITocMaTpad,
UMa TAJACHY JIYKUHY U (DPEKBEHIIN]Y Y OIHOCY Ha [IOCMAaTpada, PeIoM:

(1.151)

[Ipu YeMy MPEeI3HAK MUHYC y3UMaMO KaJjia ce M3BOp IpUbJIMAKABa, a IUIyC Kalla ce yIajbaBa.
Koncranra ¢ = 3-10° m /s je 6ps3una ceerocts y Bakyymy. O3HAUIMO I ca A_ I A, TajacHe
JyuHe pegoM fosaszeher u onrazehier tasaca, BUIUMO 1o BaXke HejeTHAKOCTH:

A= < Ao < Ag, (1.152)

kajia je 6p3una v > 0. Cpejitba BpeIHOCT (apUTMETHYKA CPEMHA) OBE Y31y KHE (JIOHTUTY 1~
HAJIHE) ONayKeHe TajlacHe JIyKUHe je:

1
Al:ﬁ(A_Jr)Ur):L

2

(1.153)

c2

Kama nocmarpad Huje Ha mpaBIly KpeTama MU3BOPa Tajaca W IJIeIa OKOMUTO Ha Taj IpaBall
Ka u3Bopy, onaxkahe nonpeuny (Tpancdepsasny) TajgacHy JLyKUHY
At = L. (1.154)
1-%
C
Jlakje, omaskeHa Cpejitba JIOHTUTYINHAIHA U TpaHcdep3aHa TajJacHa AyKUHa Cy jeTHaKe.
O6e cy Behe ox concrBene. Melhycobno cy passmmaure jposaseha omazkeHa A, COICTBEHA A
" ojia3eha omazkeHa A_.

Penarusucruuku lomnepos edekar je 106po 1mo3HaT (GU3KIN, aJIi He U HHTEPIIPETALM]a
KOjy IPOMOBHWIIIEM, [1a, OH jeJTHOCTABHO 3HAYHW IIPOMEHY peJIaTUBHE BepoBaTHONE cpejwmHe U
TeMIlepaType Tajaca Ynju U3BOp ce Kpehe y olHOCY Ha 3alarkKame COICTBEHOr ITocMaTpada
(koju mMupyje y omHocy Ha uzBop). Hamme, pesarusucruuku lonsepos edekar ykasyje Ha
HCTe IMPOMeHe caMOI' IIPOCTOpa, CHCTeMa KOOpJAUHATa Be3aHuxX 3a u3Bop EM rasaca.

[Tonoxkaj gecTuiie-Taaca pasMasaH je JIyK IbeHe TajiacHe JIy>K1uHe Tako ja Beha TajiacHa
Jy?KUHA 3HAYH Marbe TadHy [TO3UIN]Y YeCTHIEe, OJHOCHO Maiby I'YCTUHY BEPOBATHONE HHEHOT
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HaJlaKema Ha JIATOM MeCTy, a oOpHyTo, Kpaha TajacHa IyXKWHa jaje HMPEeru3Huje MeCTO
HaJjlaXKema decturie. V3 mpeTxoHuX jeqHAuYNHA Jla/be CJIeIN 13 MO3UIMje TaJlaca M3Bopa y
KpeTaiby NMajy Maibe BepOBATHONE O MCTUX IIO3UIINja U3BOPA Y MUPOBAILY.

Buamo ja ce obuann Jomrepos edekar uzpoau n3 obuuanux (lammnejesux) rpancdopma-
nja, a Jga ce oBze HaBeneHu penaruBuctudku Jloriepos edekar n3poau u3 Jlopenosux
TpancdopMalyja crienujaaie pejgaruBHocTH. MehyTuM, apurMeTndka cpeuHa PeaTUBHUX
nonaszehux u ogyrazehux JoHruTyIMHATIHUX TajsacHux JayxkuHa (1.151), a moce6HO peslaTuBHA
TpaHcdep3anHa TamacHa ayKuHa (1.154), mory ce pasymeru u momohy ycropaBama BpeMeHa
y OJIHOCY Ha IIoCMaTpada, Koje heMo joIr jegHoM 06jaCHHUTH.

ITpumep 1.3.1 (Tdunaranuja Bpemena). Ilokasamu da 3a peaamusno At u concmeseno Aty
NPOMEKAO BPEME BAHCU JEOHAKOCTM,

At = yAty, (1.155)

ede je vy = (1 - ’1)2/02)_1/2, a v peaamusHa bp3una uamehy dea UHEPUUIAAHG CUCTNEMA.

Pewerve. U3 crnenujajine Teopuje pelaTUBHOCTH 3HAMO JIa CY KPETamba peJIaTUBHA U Ja je
Op3WHa CBETJIOCTH Y BaKyyMy He3aBHCHa oji 6p3uHe m3Bopa. Oryma, 3a aBa gorafjaja ca
koopauaarama (r1,t1) u (rg,te) JAy»K HEKOD MpaBIa KPeTamba y JBa TPEHYTKA, aKO CTABUMO
Ar =ro—ry u At =ty — t1, u3pas3 3a KBaJpaT UHTEPBAJIA

As® = Ar? - A (1.156)

6uhe ncrn y oba muepnmjaana cucrema. Kagja ce Takpa nBa cucrema koopaunata K u K’
Kpehy Jly’K JaTor Mpaslia KOHCTAHTHOM OP3MHOM v jeJIlaH y OJHOCY Ha JIDYTHU, BAXKU:

Ar? - EAE = (Ar')? - 2 (A2

Comncrseno Bpeme nocmarpada u3 K ozmaaumo ca At' = Atg. Tana je Ar’ =0 (on mupyje y

CBOM CHCTEMY ), I1a J106ujamo:
Ar? - AL = —2AL,

Ar)?
(Kt) - A = AL,

(v = A)AL? = — AL,
a oryna (1.155). lakiie, COLCTBEHO BpeMe IVIEJIAHO U3 JPYTOl CUCTEMa Tede CIOPHje. O

Ca ycropaBameM BpeMeHa Cpa3MepHO yCIopaBajy onaykeHe (ppeKBeHInje, a 300T \v = ¢
noBehaBajy ce TajiacHe Jy»kuHe. Pesynrar je jemuak nperxognum. (Ocraje caMo nuTare
pazimunTuX josaselinx u orazehux ramaca (1.152).

30or cropujer MNpOTUIAa BPEMEHa CHCTEMa y KpeTamy, YeCTHIla KOja HaM J10J1a3u
HaJIa3’ ce y HaIoj OyayhHocTr u cBe je OGJimzke HAIO]j CaIAIBOCTH, 0K Ce HhEeHa YIAJLEHOCT
JI0 HaC cMarbyje, Ja OM HaKOH MUMOWJIarKerma ojia3zehm o1 Hac Omiia CBe Ja/be y HAIIO]
nporuioctu. 1o cMO moMuan U y3 objallmkemne napajokca biim3aHana TymMadenu cury.
Cama nmeMo KOpak Jajbe Ca UCTHM 3aITarKAmhEM.

Mu cmo Takohe y OyayhHOCTH UecTwile KOja HaM JIOJIa3W, a y IPOILJIOCTH OHE KOja
omraszu. Ha Taj Haumu Tasacu Koju HaMm jonase Jedunuiny Hamry OyiayhHoct, a ojiaszehn
npomwioct. Ca jeHe crpaHe TO 3HaYH 0OJEKTHBHOCT (PEATHOCT) HaIllle MCTOPHUje U MOTBPJLY
3aKoHa ojipxKama mHdopmanuje. Hama npomnuiocT je 00jeKTUBHA KOJIMKO je O0jeKTUBHO
olnakame Jdecturie Kojy mu onaxkamo. Ca apyre crpane, u3 nejennakoctu (1.152) cieau ma
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HaM je OyayhHocT BepoBaTHHUja O CAIAINIIHOCTH, & /14 je MPOIILJIOCT Malbe BepoBaTHa o1 obe.
3aro omakaMo Jja HaM BpeMe Tede O] HAIlle IIPOILIOCTHU IIPEKO CAIAITOCTH Ka OymyhHoCTH.
Cxkiiat 0BUX 00jalllibeha CMaTpaM IOTBPAOM OCHOBHE HJeje O IPUPOJIA BpEMEHA, ajld U HOBE
xumorese (1.148) o Behoj pesaTuBHO] TeMIIEepaTypH.

Csu mocMaTpad y WHEPIUjaJHAM KPEeTarmbuMa CTaHyjy Y MCTOM IIPOCTOP-BPEMEHY, ajIu
ra me Buje csu ucro. Ajm Gpsuma cserioct y Bakyymy (¢ = 3-10° m/s) um je cuma
je/lHaKa U TO HAM Jsiaje 3a mpaso Ja ynpaso Tajace csersioctu (EM 3padema) ysumamo 3a
nedbuHUIMjy mTpocTop-BpeMeHa. 3aro je maTepsas (1.156) Toamko BaykaH, jep je 3a CBaKOT
nocMarpada y ciydajy ceerioctu As = 0, Ha OCHOBY KOjer M3padyHABAMO U OCTATaK IIyTa
(As #0) neke cropuje dectunie gonymwyjyhin ra kperamem cseriaoctu. CBe 0CTaI0 U3BOIUMO
U3 Te cTaBKe Ja je As’ HHBapHjaHTa, KOjy TPETHPAMO Kao IIHTaropiHy TeopeMmy.

Tako cmo jronumn 10 3akibydka (1.155) ja je pesaTHBHO BpeMe CIOPHUje 0] COIICTBEHOL.
[Tomohy ciuke hemo pazymeTn yTuIiaj ycruopasarmba BpeMeHa Ha PEJIATHBHO CKpahuBame
(KOHTpaKIW]jy) Jy’KHHA JIyK [IPaBla KpeTama r, nHade u3pejieny u3 JlopeHrnosux rpancdo-
pmanuja y npumepy [[.1.3]

Y 0JIHOCY Ha COIICTBEHOT IMOCMATPada y KOOPAUHATHOM CUCTEMY
K’', OoKOMHTO Ha IEroB IIpaBall KpeTamba IocjaTa je 3paka
ceersioctu OA Kojy OH IOC/IE HEKOT BPEMEHA BUJIU OET OKOMUTY 1 1"
kao O'A’. Penarusam mocmarpad u3 K Kperambe Te CBETIIOCTH BUIA ! 1
no xunorenysu OA’ npasoyrior Tpoyria AOAA’.  Concrsenn
nocmarpad Buan Kpahu myT csernoctn (katera OA) anu My BpeMme
cropuje mpoJia3u, 1ma Buu Op3UHy CBETJIOCTA UCTOM.

Jla 6u Op3wHe CBETJIOCTH 3a IHLUX OWjie TAIHO jeJHAKe, MOpa
OUTHU JIy’KUHA XUIIOTEHY3€e OA' 3a concrsenor rmocMaTpada jeJIHaKa —
IOYKAHA KaTeTe OA 3a penatuBuor. Jlpyrum pedmma, mMopajy () ()
JIy2KUHE TI0 TPaBIy KPeTama COICTBEHOI IocMaTpada OUTH TAIHO

OHOJIUKO IyTa Kpalie 3a pelaTUBHOL, KOJIMKO IIyTa My BpeMe
nporuue criopuje. OTyma dopmyna 3a xonmparuyujy oyscuna Slika 1.23: Kperarne.
1 1 v?

Ar=Argy ", vy = 1—6—2, (1.157)
rie je Arg COICTBeHa Jy»KUHa 10 IpaBIly KpeTama a Ar oarosapajyha penarusna. ly>xune
OKOMUTE Ha IPABaIl KPETamha OCTajy jeJIHaKe 3a 00a IMOCMATpada.

ITomohy ycmopaBaiba BpeMeHa MOXKEMO pa3yMeTH U MoBehambe Mace W eHepruje Teja,
MIPUMETHMO JIX IIPBO Jia CIIOpHje BpeMe 3Ha4u Behy MHEepTHOCT TeJa, IITO 3Hadu moBehambe
Iberose pesatupHe mace. To nmoseharse mace paheno je mosehamem Op3une, a To 360r 3aKOHA,
onpXKamba eHepruje 3uadn noseharbe enepruje Tesma. To je KpaTKo o0jallberbe MO3HATHX
dopwmya:

m=~mg, E=mdc, (1.158)

IJIe je Mg COICTBEHa a m peJaTUBHA Maca YKyIHe eHepruje F.

Y mebhyepemeny npumerumo jga JomiepoB edekar u oBe (popmysie UMILIUIUPA]Y Ja
MOXKEMO CMaTPaTH Ja IMOCTOjU CaMo jeaaH (pOTOH, OJHOCHO je/IHA BPCTa €IeKTPOMATHETHUX
3padera ca MHOIITBHMA PEJATUBHUX HOcMaTpama. llocToje MHOTM CHCTEMH y DPa3HUM
peIaTUBHUM KpeTaibuMa 3a CBaKOI' IIOCMaTpada YHYTap BaCHUOHE. I/IS KOHCTAQHTHOCTH IIPOU-
3BOJIa TaJIacHe HyXKuHe U bpekpeHimje GoToHa, AV = ¢, CJIeJM Jia Oolarkama HajdpeKBe-
HTHUjUX Uy ca HajKkpahmMm TajacHUM JIy:KUHAMA, & TO 3HAYU Ca OIMakarbeM IIPOCTOpa ca
HajsehuM BepoBaTHohama. To cy cucremu ca HajBehuM eHeprujama u HajBehum pesraTruBHEM
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Op3uHamMa. Y TpAaHMYHOM CJIy4ajy, MecTa 0e3 HEU3BECHOCTU IOCTajy OHA Ca AllCOJIyTHO
TAYHUM TI0JIOKAJUMa U GECKpajHUM eHeprujama. YOIITe, rpanure (noderak win pybosn)
BacHOHe, XOPU30HT Jorahaja, Op3uHa CBETJIOCTU KAO U €KCTPEMHO MaJle JIy’KUHE, MeCTa Cy
3a Koja HaM Tpebajy OeCKOHAYHO BEJIMKE €HEpruje, a TO Cy MecTa HyJITe eHTPOIIU]e.

Jlaxye, n3 Teopuje peJIATUBHOCTH 3HAMO J1a CY PEJIATUBHE Mace MOJIEKYJIA Tesla Y KpeTamby
Behie ¥ TO TAaYHO OHOJIMKO IIyTa KOJUKO UM Bpeme Teue cropuje. Jlajbe mporemyjemo a
OCIIIJIATOPHA, PeJIATUBHA €HEPrrja MOJIEKYJIa MOXKE OCTATH jeTHAKa COICTBEHO], jep KOJIMKO
ce MOxKe J106uTH 1oBehameM Maca, TaYHO TOJIMKO Ce MOXKe M3ryOnuTH ycriopaBambeM dpeKkBe-
HIMja, IITO je y CKiIajdy ca 3akpydkoM (1.147), ma y pesarnsHom nosehamy eHepruje nema
MecTa 3a OUJI0 KOjy JAPYry eHeprujy ocuM kuuHetnuke. Mehyrum, 3akipyuak ja y mosehammy
KWHETHIKe eHeprrje KpeTameM Tejla HeMa IIpOMeHe HheroBe TOIUIOTHE eHeprhje, Jla BarKu
jemmakoct (1.149), pekiu cMO, IUPEKTHO je CyHPOTaH CaBpeMeHOj (bU3MIIH.

Pesumupajmo caja, ca HOBHX MO3UIHja, IITa ce joraba Kaja TeJIo y KpeTamy ylaapu
y IpEeNnpeKy W 3ayCTaBHU Ce 3arpejaHo. Tejgo y mHepIHWjajgHOM Kperamy OpsumaoM v > 0y
o/iHOCY Ha saTor pedepeHTHOr mocMarpada uma Behy ykynny eneprujy F = vEg u Behy
remmueparypy T = vTp, HenpoMemeHy ToioTy @ = o, anu cmameny earponujy S = Sp/v.
Y TpeHyTKy yJapa y IIPelpeKy U 3aycTaB/baiba, pejlaTuBHa Op3uHa Tesa mocrtaje v = 0,
KMHETHYKA €Hepruja MocTaje TONJIOTHA, a TEeMIIEPATypa OCTaje HENPOMEHeHa — aJjll CaJld y
ofiHOCY Ha, (MCTOr) mocMaTpada KOju pelaTHBHO Mupyje. Temieparypa Kojy Teso uma y
MUpOBamby HEIOCPEJIHO HAKOH CyJ/lapa je OHa peJIaTUBHA TeMIlepaTypa KOjy je Tejlo MMaJio
JOK ce KpeTaJo.

Cse 0BO cMO objarmmbaBain y3uMmajylin caMo TpuMepe W3 CIENUjaHe PeTaTHBHOCTH,
aJIi CJAUYHO Ba)kKU M y OMINTOj. Y HPUCYCTBY IpaBUTAIMje BpeMe ycropasa, 300r uera ce
JIelliaBa PABUTAIMOHN UPSEHU NOMAK KOJU je Y CMUC/IY IIPETXOIHOI 00jalllibeiba eKBUBAJICHT
Hortuteposor nomaka. OBie MOXKEMO JOJATH Jla TO 3HAYU 1oBehame TeMIiepaType MoJjioxKaja
(Tauaka KOje MUDY]y y OJHOCY Ha M3BOD T'PaBHUTAIMje) y IPABUTAIIMOHOM 10Jby. Kana 6p3uny
3 KoeUIUjEHTA Y 3aMEHUMO I'DABUTAIIMOHUM MOTEHIUjAJIMMA, IPETXO/HA PE3UMe OCTaje.
[Morennujanna eHepruja Teja y TPABUTAIIMOHOM IOJbY C€ Mema (KpeTameM U KUHETHYKA),
aJIi He U TOILUIOTHA. Y CTATHIHUM TadKaMa jader Mojba eHTPONHja je Mamba.

B6or npunnuna enrpomnuje (kao u BepoBaTHONE), TEJO 3a/IprKaBa CBOje HHEPIIUATHO
KpeTame jep My CBa JIpyra peJiaTUBHA KPETamha MMAajy Makby EHTPOnujy. Y IMIPHUCYCTBY
IPaBUTAIMOHOT 110Jba OHO ce Kpehe reojie3urmma, KaxkeMo CJI000/IHO TaJIa, jep Cy TO IyTame
KOHCTaHTHe (Kako BepoBaTHONe Tako u) enrponuje. VI3BaH cBoje IyTame, CBAKY JAPYyTry
reoJIe3ujcKy JuHUjy (CI000HOT) IMajama JaTo TeJI0 BUIN Yy CTambuMa HHXKe eHTPOINje, Te
My HHUje MOr'yh CIIOHTaHU IIpeJia3ak Ha TAKBY. 3aTO CATEJUTH KPY2Ke OKO 3eMJbe HE Memajyhu
HyTame, CBe JI0 Cyjlapa ca JpyruM TesioM (dectunama arMocdepe) Wil J1ejCTBa HeKe JIpyre
cuse. CrienujajiHu cJIydaj OBOTa je TeJo KOje MUpPYje y MoJby HeKe IJIAHETe W KOje CIIOHTAHO
MOXKe cuhu Ha HUXKY BHUCHHY caMoO ca moBehameMm Op3uHe, jep Ou Ha Mamb0Oj BUCHHU y CTAIbY
MHUPOBabha UMAJI0 Mamby €HTPOIU]y.

Jla rpaBuUTAIIOHa CUJIa TPUBJIAYNA TEJIO YV MIPOCTOP MAakbe eHTPONNje U3IJIela AIllCypPIIHoO.
[Ta wnmax, ToO je JiormvHO, jep HeMma JOJlacKa y CTalba HIKE eHTpomuje 0e3 JejcTBa Heke
cujie, a omer, nmopemehaju enrponuje, BepoBaTHONE, jeJHAKO KAO M 3aKPUBJ/HEHOCT IIPOCTOPA,
CTBapHU Cy JAyOJ/bU y3pOIld I'PABUTAIMOHUX II0jaBa.

1.3.4 T[lpnTtuncak

Y mperxoHe JiBe CeKIrje je yBeJeHa 1 00pa3/IoKeHa XUIIOTe3a /13, je peJIaTUBHA, TOLJIOTHA
enepruja jennaka concrsenoj (1.149). To je y meckiajay ca caBpeMEHOM PeTATHBHCTUIKOM

Pacrko Bykosuh 75



[MPOCTOP-BPEME

TEPMOJIUHAMITKOM TJIE Ce Y3UMA JIa je TOIJIOTHA eHePTH]ja IIPOIMOPIIMOHAIHA MJIA TATHO jeTHAKA
YKYIIHO] eHepruju reja, Te je Beha kaja ce teso kpehe. 3aHUMI/BUBO, TOCEOHO 3aTO IITO CY
njeje Koje OBJle M3HOCUM CACBUM Y CKJIAILy U €& KJIACHIHOM TEPMOJUHAMHUKOM U C& TEOPU)OM
penarusHocTu. OTysa nmorpeda 3a joIl jeJHUM MaKJbUBUM Pa3MaTpPambeM MapaMerapa Koju
JIOBOJIE JI0 Hecsaramwa. Mehy muMa je HajBaKHUjU ITPUTUCAK.

YV KJACHYHOM CMUCJY IIPUTUCAK CTBapa Oybarbe MOJIeKyJia 110 HEKOj MOBPIIWHE, O/
KOjer HaMm 3aTuM Jjoja3e dpusndku edekT. Bujio ma oHe OJCKaKyjy O yIapeHe IOBPIIuHE
WA ce Jiele 3a by, IPUTUCAK [POU3BOJIM KUHETUYKA €HEPrHuja MOJIEKYJIA y CJI0DOIHOM
Kperamy, I1a Hac Hehe M3HEeHAIUTHU Jia MPUTHCAK 3aBUCH OJI TYCTUHE ) Iaca WU TEIHOCTU
KOja TeHepHINe HPUTHCAK, 3aTHM O] KBaJpara Op3WHE MOJIEKy/Ia, v, Ia IIpeMa TOMe I
OJ1 PEJIATUBUCTUYIKOD KOe(DUITUJEHTa Y U3 MPETXOJHUX jenHadnHa. Kako Op3uHe MOJEKysa
MOI'y UMaTU PAa3/IMIATE CMEPOBE U MHTECH3UTETE, TO U IIPUTUCAK UCTE CPEJINHE MOXKE 6I/ITI/I
PA3JIMYUT y PA3/IMIUTUM CMEPOBHUMA, TE je OH IIpe mer30p Hero ckaaap. Ha mpumep, 3uamo
Ja 3a 60unn (rpaHcdepsannu) npurucak Py, okomur Ha mpasar Toka (diykc) raca wim
TeYHOCTU OP3UHE U U TYCTUHE P BaXKU BepHyﬂHjeBa@ jeHaTnHA

1
P+ §v2p + gpz = const, (1.159)

rJIe je g rpaBUTAIMOHO yOp3amhe, a 2z BUCHHA Ha KOjy ce (iiyke neme. [Toehamem (cMamemem)
KBaJpaTa Op3uHe 0Baj MpUTHCAK ce cMambyje (mosehasa), mTo 3naun fga Py Hije MHBapujaHTa
Kperama. Beh TuMme je HemoysmaH McKa3 Jia je IpuTHCaK JIopeHIoBa MHBapHjaHTa, KOjH je
nHaYe yoOndajeH y caBpeMeHOj PeJIaTUBUCTUIKO] TEPMOIMHAMUIIH.

momazehu Bazmyx

“.
K%

TIOTHCAK

Slika 1.24: Bazayx cTpyju OKO Kpujia aBHOHA.

Ha caumm BUIMMO TIpuMeHy BepHymumjese jemmaumne Ha JieT aBuona. ABHOH ce
kpelie BesmkoM GpaumoM ja 6u edekar KBagpaTa 6psume v y dopmymu (1.157) 6uo mro
Behn. Kpmio aBroHa je riiaTko u aepouHAMUYHO TAKO JIa Ba3JlyX JIAKO KJIU3W OKO Fhera, ajin
je oHO TakBOTI' 00JIMKA JIa je IMyTamba Ba3IyXa ca TOpibe CTpaHe /IyKa I1a je ca Te cTpaHe Beha
6p3una BazymiHe crpyje. Ona crBapa sehu y3ron (mossiadere rope) Ha CTPYjy Basiyxa o
MPUTHCKA, HA JIOFBY CTPaHe KPUia. 3aTo je TOTHCaK O/I03/10 Ka rope Behn, a Taj je y ciaydajy
XOPUBOHTAJIHOT JIETa ABHOHA TATHO y PABHOTEXKHU Ca T€XKUHOM aBuoHa. [lpu Tagnujem ommcy
Tpeba J0aTH U KOBUTJIAakhe Ba3yXa OKO KpUJia Koje IMOMayke Y3rOHY.

Bepuynujesa jennaunta Mopa GpyHKIIMOHUCATH U Y CIydajy MEMOUIAXKema a8e cobe A u
B, koje ce onosro suje Ha cienehoj camnu [[:25] Usmebhy coba cy orsopu 3a ciaobopan
mpoJia3ak Basayxa. AKO ce y OJHOCY Ha BAmbCKOD MocMaTpada obe cobe kpehy wmcrum
opsuHama, coba A mecHo a coba B jiepo, 300r cuMmeTpuje HeMa KpeTama Bazjyxa u3Mely.

“8Daniel Bernoulli (1700-1782), mBajuapcku Maremarudap u pusndgap.
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MebyTuwm, mTa fie BumeTn mocMaTpad Koju ceau y cobn A 1 Koju mpeMa CIenujaaHoj TeOpHju
PEJIATUBHOCTU MOXKE€ cMaTpaTu ja ce camo coba B kpehe? Wau obpuyTo, 1mra he pehu
ocMaTpad Koju Mupyje y cobu B u je/iHaKo je y IpaBy KaJia cMaTpa jia ce Kpehe camo oHa
apyra coba?

| ——— =

E

Slika 1.25: Cobe A u B y y3ajaMHOM KpeTamy.

Hapasno 1a u Bamcku mocMaTpad Koju cMaTpa 1a ce obe cobe kpehy mopa 6utu y mpasy,
I1a 3aT0 3aKJ/BYy1IyjeMO Jla HeMa KpeTama Basryxa usmehy coba. Mehyrum, bepuynujes 60unu
moTucak Om 3a mocMarpada u3 A MOpao MPOy3POKOBATH OJIa3aK Bas3jlyXa U3 HeroBe cobe
Ka cobu B, ocum ako ce y cobu B ympaBo 300r TOI' CTAHOBUINITA HE IOjABH PEJIATHBHU
HAa/IIIPUTUCAK Ba3jayxa y camoj cobu B. Taj najupurncak 6u Mopao OMTU TAYHO TOJUKH JIia
01 MOrao CIpedYnTH KpeTame Basayxa usmehy A u B.

[Ipuhumo oBom mpobsiemy ca apyre crpaxe. Ha mcroj cauim Y3UMaMO U JaJbe Ja
je COTCTBEHM IMocMaTpad y IMOKPeTHO] codbu B u jia OH y €B0joj cobu orazka mputucak by
(y cBuM npaBnuma), a Ty coby riega A koju cebe cmarpa Henokperaum. IIpurucak P je
nejctBo BekTopa cuiie F wHa nospruay I, TO je KOTMYHUK cujle OKOMUTE Ha IOBPINUHY W
jeTMHUTIE Te TIOBPIITNHE.

MebhyTum, peatuBHa ,1apaJjeHa MOBPITUHA IPaBIy KpPeTamba CMabyje ce IIPOIOPIIHO-
HAJIHO 7!, JOK Ce ,OKOMHTa IIOBPIIHHA® Ha IpaBall KpeTaiba He Mema. AKO 3a ,CONCTBEHY"
cuty y3ameMo pousBoJi Mace u yopsama (Fo = ma), a npoMeny uMIrysica y jeJMHUIN BpeMeHa
(F = dp/dt) 3a ,penarusuy”, kao y jeanakocruma (1.39), umahemo ,pesarusay* napaJesmy
U OKOMUTY KOMIIOHEHTY:

F” = 'mea”, FL =ma,, (1.160)

a cy ojropapajyhe KOMIIOHEHTE TIPUTUCKA:
P =7*Py, P.=7PR. (1.161)

Tako BugMMO J1a ce y cobu B jaB/ba pesJaTUBHU HAJNPUTHCAK KOjU OM MOrao 3ayCTaBUTH
ycucasajyhe edekre Bepnynujese jegnaduune. Bepuynujes (rpancdepsannn) ycucasajyhn
npurucak P; tpebao 6u, ymecro (1.159), 6urn Tauno yckialen ca

v2

P, =Py ', yl=q/1- el (1.162)
Jia 61 ce MOHUIITIIO JIejCTBO peslaTuBHOr 6ouHOr Hajmpurucka P, u3 (1.159).

Oxcrynama Koja HacTajy 360r BUCKO3HOCTH (300T KOHTPaKIIHje TIOKPETHE COOE TI0 Ty KUHH
U BUIIED TAPAJIEJHOI IPUTUCKA [PU [PEHOCY HA OKOMHUTH) MOPajy OUTU y PABHOTEXKH Ca
(1.159). Tana mema mapajiokca coba Ha CJIUIU m Taj 6ounn HagmpuTHcak omoryhasa
3aTBOPEHN IPOCTOpP cobe Kao u Jpyra (mapaJesiHa) KoMIoHeHTa jorn seher pesiaTuBHOD
HaJIPUTHACKA. 3000 ITapaJieJIHOr IMPUTHUCKA Ba3IyX y cOOM TeXW J1a ce M3Jy»KHU, ITO Ou
ce W JIECUJIO Jla HeMa Tpe/her U 3a/iber 3uia cobe. Y HAU3IVIEJ CIUYIHO] CATYAIWjH,
KaJla MEepUMO TeMIIEpaTypy raca y KperTamy cTaB/bajyhin TOIjioMep JUPEKTHO Y CTPYJy,
€BEHTYAJIHO 3aTBaparhe cob0e HeMa TOJIMKOT 3HAYAja.
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300r pejaTUBHE KOHTPAaKIlMje Jy»KUHA CaMO IO MPaBIly Op3WHE V, 3allpeMuHa cobe y
KpeTamby U3HOCH

V=Voy, (1.163)

rjie je Vp ;eHa collcTBeHa 3alpeMuta. PejlaTuBHa 3apeMuHa cobe ce CMarbyje JIOK IPUTUCAK
pacre. Ca HoBum dopmysnama (1.159) hie nam Tpebarn u HOBO TyMmauewe Boji-Mapuorosor
zakona (B. [12]). OBze je u mame ypemy 3a concrBeHu cucteM pelin: TpOU3BOM MPUTHCKA U
3allpeMUHe raca je KOHCTAHTaH, aJii HUje 3a penaTuBHU. [IpousBoj peslaTuBHe 3alpeMuHe 1
[IPUTHUCKA Ba3/lyXa UMa JIBE ,KOMIIOHEHTE", mapaJiejiHy 1 OKOMUTY Ha BEKTOD V, PEJOM:

V‘PH :’Y%PO, VPJ. = ‘/OP07 (1164)

e cy Vo u Py 3anmpeMuHa U IPUTHUCAK Basiyxa y cobu y MupoBamwy. Kajia Majio nak/puBuje
TIorJIeaMo, OBO HOBO TyMademhe MPUTHUCKaA he ce moka3aTu 6o/be yeK/1aheHo ca TeH30PCKUM
kapakrepom enepruje (1.136) oi yobuuajeHor, aju 0 ToMe HEKH JPYTU IIyT.

Ogze ce Takohe Heliemo nipeBuiie 6puHyTH 300T EBEHTYAJHUX HEC/IAramba Ca jeTHAInHAMA,
UJIEAJTHOT Taca, 3a KOje y pPeaHujuM ycjaoBuMa Tpeba norpakutu 6osse uzpase. Cappiiex
W udeasaH 2a¢ je TEOPUjCKU Tac KOJU Ce CACTOJH OJI TAYKACTHX YECTHUIA Yy HACYMHIHOM
KpeTamwy UHhje Cy jelnHe MHTePAaKIIje CABPIIEHN eJJaCTUIHU CyJapu. JemlaH Mo.4 UAeasTHOT
raca nMma 3anpemuny 22,71 muTapa y HOpMaJIHIM YCJIOBUMA, Ha TeMieparypu 273,15 Kensuna
(myna Iensuyca) u mox amcosyrnum mputuckom o 105 ITackarma (oo jeamne armocdepe).
Y HOpMaJIHUM yCJIOBUMA C€ MHOTU IacoBU (a30T, KUCEOHWK, BOJOHWK, ILJIEMEHUTU TACOBH)
moHarajy momyT umeaanor. OCTaan TacoBU Cy CAUIHUJU WICATHOM Ha BUIIAM TEMIIEPATY-
paMa M HUXKeM IIPUTUCKY, KaJa MOTEHIHjajHa eHepruja Mehy MoJieKyjaMa IOCTaje Makbe
OUTHA y OJHOCY Ha KMHETHYKY €HEPIHjy U KaJla je yJIa/beHOCT u3Mehy MoJieKysia Beha.

Tpeba 3HATH A MOJIEN HJICATHOT raca He yCIeBa Ha HUXKUM TeMIIePaTypaMa UJId BUITUM
npuTHCInMa Kaja MehyMosiekysrapHae cujie U pa3Malii [oCcTajy BaxkKuu. Takobe, Taj Momesn
HUje NPUMEHUB HAa MHOI'e Telllke racoBe. Ha HuKuMM Temieparypama je IPUTHCAK PeaHOT
raca 4ecTo 3HAYajHO MaibUd HEro KO/ mjeasHor raca. Ha mpumep, MOesa UIeaJHOr raca
YOIIIITE He MpeiBUDa IIpejia3ak u3 TraCOBUTOL Y TEYHO arperaTHO CTakbe, yoOOMYajeH 3a peaJiHe
racoBe Ca CMalbUuBalbeM TeMIlepaType. I/I3 uCcTor pasJjiora u pejiaTuBHU HJieaJJHU rac HOBeha—
IbeM OP3MHE MI0CTaje CBe Marbe HJIeasaH.

Y uneannoMm racy Be3y uaMeDy IPUTHCKa, 3alpeMUHE, TEMIIEpaType W KOJIUIUHE Taca
n3pakaBpa jeJIHavdnHa, WIeaJTHUX racoBa

PV =nR,T, (1.165)

rze je P anconyrau nputucak (y Hbyrauma mo merpy kBagaparaoMm), V' 3amnpeMuna mocyje
(y merpuma KybHHM), n je Opoj mpuCyTHHX MoJioBa raca, R, ~ 8,31 J- mol™ - K™! je
yHUBep3aJHa racHa KoHcranrta, a T temmeparypa (y crenenuma Kessuna). Oba dopmysia
je Hajjaum apryMeHT Ja ce TeMIlepaTypa raca y Kperamy He Mmema. MehyTum, 3nagajunm
[OPacTOM peJjlaTHBHE Op3uHe, rac rybu CBOjCTBa WJIEATHOr (CTHUCKA Ce IO JIY’KUHU, PACTe
Maca MOJIEKyJIa), Ta ce y hopMyJly UeaTHUX racoBa Oalll Taja He MOYKEMO MOYy3/IaTH.

AKo MKa1a TPUXBATUMO OBJIe U3BEJIEHO TPETUPAILE EHTPOTIHje U MOCEIUIA, MHOTO TOTa,
U3 peJIATUBUCTUYKE TepMonuHaMmuke Ouhe jiornvnuje mwin jelHOCTaBHUje. BosiliMaHoBa KO-
Heranta kg = R/Ny u name jnedunuiie KOJMIHUK racHe KOHCTaHTe R, u ABoraﬂpOBﬁ
koncrante Ny = 6,02 x 10% mol™!. To u masme ocraje y CKiaiy ca MO3HATOM KJIACHIHOM
dopmymom Tepmomunnamure, PV = nRT = kgNT, tme je n 6poj mosoBa cyrcranme, a N

49 Amagieo Asoragpo (1776-1856), nTanujancKy HaydHUK.
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6poj Mosiekysa raca. 3a n = 1 mol, 6poj N je jemHak Opojy decTHIa y jeTHOM MOJIY,
1j. Amoragposom 6pojy. Ca japyre cTpaHe, KWHETHYKA TEOPHja Jaje MPOCEYaH MPUTUCAK
uneayHor raca P = N m1;2/3V, OJlaKJIe je IPOCEeYHA TPAHCIATOPHA KUHETUUIKA EHEPIHhja
%mv_2 = %kBT, a OHa MMa TPH crerneHa caoboje (1o jean %k:BT 3a CBAaKy JIMMEH3HU]Y ).

[Tosuaro je y dusuny, enmaanuja (H) je 36up yayTpamme edepruje (E) u npoussojia
nputucka (P) ca sanpemunoM (V) TepMOAMHAMUYKOr cucTeMa. KHTa/IIMja je CBOjCTBO
TEPMOJIUHAMITIKOT CUCTEMA, HE3ABUCHO O] FHerOBe UCTOPHjE:

H=E+PV, (1.166)

e ¢y F yHyTpamma eHepruja cucrema, P nputucak, a V 3amnpeMuHa. AKO ce eHepruja
Mema mpema obpacity (1.145), a 3a MPOM3BOJ MPUTHCKA ¥ 3alPEMUHE Y3MEMO MapaJsieTHy
kommonenTy u3 (1.164), onja je peslaTuBHA eHTAIITja

H =~H,, (1.167)

rie je Hy concreena. Taja je pestatuBna eHTasmja Beha o1 corcTBeHe, TPOIOPITHOHAIHO Ca
7, mro je Beh pasnukyje ox romwnore (1.149). Meljyrum, 360r oBje IpoMoOBUCaHE BEKTOPCKE
npupoge nputucka e (1.164), a mocebHo 360r O3HATE TEH30pCKe pupo/ie erepruje (1.136),
CTBApH Ce jOIN BUIIe KOMILIUKY]Y, 3apaBo yckaahyjy, o uemy hemo kacuwuje Buie.

[TpumeTimo jorrr camo J1a pasJjinke pejgaTuBHUX KomionenTr npurucka (1.161) najy HoBo
3HaYerhe peaan3alijaMa CIydajHocTu. Ve concTBeHn MPUTUCaK, PEIUMO raca y MUPOBAILY,
crBapalie pazjmunTe pejlaTUBHE peasin3aliyje caydajHux jgorahaja u nmpema ToMe Pa3ainduTe
peajIHOCTH TIOCMATPadnMa KOjU Ce Y OJIHOCY Ha Ibera Kpehy y pa3jiuduTuM WHEPIIjaJTHIM
cucremuma. 'To je y ckjajly ca HOBUM CTapuM NPUHIMIIOM BepoBaTHOhe, aju He U ca
JETEPMUHU3MOM MEXAHUKE.

1.3.5 PenaTtusHe peanHocTu

Bes npucycrBa cuia npupoau He 6w Tpebasia 0OjeKTHBHA CAyUIajHOCT, HUTH OW HaMAa
Tpebasie BepoparHohe. To cMo 3ak/bydnsn pasmarpajyhu 6poj qumensuja sacuone. MehyTum,
ne Tpeba nhum Tako majeko ga Om nmpuMerwan Aa 0e3 pU3MIKUX cujaa He O6u Omae moryhe
pasimauTe Op3WHE KpeTama U Jia 0e3 cuja yourTe He OM OUJI0 PeJaTUBHUX TOCMATPadA.
WckibyunTn cusie 3Ha4yu UCKJbYYUTHU CJIYYajHOCTH, a TO 3HAYM UCKJ/byunTH BacuoHy. IIpema
TOMeE, IIPUHITUII BEPOBATHONE je MHOI'O OIIITHJU HErO IITO TO U3TJIEJA HA [PBU IIOTJIE/.

OTyma Hausrie mMpeTepan CTaB Ja je MPOU3BOJHHO TEJIO TAMO TJe Ce Y JATOM TPEHYTKY
HaJIa3W 3aTo IIITO je TO CTaimbe IheMy Taja HajBepoBaTHHje. Peaymsyjyhu majBepoBaTHHje,
MIPUPOIa Kao Ja KeJW CadyBaTH CBOje HEM3BECHOCTHU J03BOJbaBajyNu caMO HAjM3BECHU)UM
caydajHOCTHMAa Jia nocTaHy muHopMmarmje. Jlakie, mocienniia mpuHIUIa BepoBaTHOhE je
IpUHIUIT nHMOPMAaIije: TPOIehe HAJBePOBATHUjUX IITEIN HEM3BECHOCT. 10 HAC HABOIU U
Ha 3aKJ/byJaK Jla BaXKU 3aKOH OJ[pXKama KOJUINHE HEU3BECHOCTH KOja HUje pean30BaHa Y
uHOpMaIyjy.

3aMuCIUMO YOBEKa KOjU Ceu Ha KJIYIHU y HapKy U mocMmarpa obsmkme crabjo. OH je
y COICTBEHOM (DU3MYKOM CHUCTEMY y KOjeM ce 300r 00jeKTHBHE CJIy4YajHOCTU BPIIU CTAJHO
IpeTBapame Jiejia, HeU3BECHOCTU Y MHGOpMaIujy. MHOIITBO HOBOHACTAJIMX UHQOPMAIIH]ja
YUHU HEeroBy caarrmhocT. O0jeKTUBHOCT CJIYUAjHOCTH Tepa IPUPOILY a Ce MaJjo [0 MaJjo
oJipuve CBOje HEM3BECHOCTH CTBapajyhu cj10j 1o ¢JI0j caJaniboCT, CTaTHO H3HOBA CTBapajyhn
MaTepujy, mpocTop u Bpeme. Kiiyiia je CKOpPO yBeK HCTa, a JAPBO Ce MOMAJO HhHUIle 3001
JiejCTBa Ba3yIIHUX CUJIA, & CBE 3ajeHO JI0Ka3yje Ja IPUPOJa YBEK CTBapa UCTO y UCTUM
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JATUM OKOJIHOCTHMA, 300T NCTUX JaTuX BepoBaTHoha. IIporurocT momMenyTor 9oBeKa HACTAje
HArOMMJIABAKEM CJIOja IO CJI0ja HEerOBUX CAJIAIOCTU. TaKo HACTaje BpeMe.

300r cBOje CJI0KEHOCTH U 300r 3aKOHA BEJUKUX OpojeBa, MakKpoTejla HAM IPUBUIHO
u3raesajy Kao ja Mory 0e3 3akoHa BepoBaTHONE, a 3aTO INTO KUBUMO Y MAKPOCBETY U
3601 yHOpEIOr TPUCYCTBA CTPOTUX AlCTPAKTHUX 3aKOHA MaTeMaTUKe, CKOPO Jia OBEPYjeMO
y JIETePMUHUCTHYIKY MPUPOIY cBeTa. A wak u HajBeha Teja Mopajy OUTH y JATOM CTalby Ha
JIATOM MECTY YIIPABO 3aTO IITO jeé Ca IUXOBOI' COIICTBEHOI' CTAHOBUIIITA CBAKO JIPYTO CTAMHE
WIN JIPYTU T0JI0XKa] Maibe BepoBaran. Kaja onaxkame BepoBaTHOhe He Ou OMJIO peJIaTUBHO,
CBU IocMaTpadn 6mim 0u Ha nctoM MecTy! Buim 61 y mpocToOpHOM KOHQJIMKTY.

N3 zakspydka ga Bpeme He mocToju 6e3 HacTajamba HH(GOPMAIije, He3aBUCHO OJT IIPETXO0-
JTHOT, CJIEJI UCTU 3aKOH OJIPXKamha KOJIMYWHE HEM3BECHOCTU. BUIEN CMO Jia Cy U KJIACHIHE
nedunaunimje mHpOpManuje Takohe y carmacHocTn ca oBuM 3akoHoMm. [llTapuine, w3 Tmx
JeduHUITja TPOU3UIA3Y Jia je KOJIMYWHA, HAacTaje WH(pOpMAaIlije TAYHO jeJHAKA KOJIUIMHH
IIOTpOIIIEeHEe HEU3BECHOCTH. CBa IIOTPOIIEHa HEM3BECHOCT YNHU l\AaTepI/Ija.HHI/I CBET JgaTor
nocMarpada, HBerobe (COICTBEHe) BaCHOHE: BpeMe, IPOCTOP U CYIICTAHIIA.

Jla He BaykKu MIPUHIUII BepOBaTHONE, PEIUMO JIa Ce je/THAKO Peasin3dyjy U Mabe BEePOBATHH
sorahaju, mocMaTpad ca KJiylie OM HAKOH JpBeTa y cjeielieM TpeHyTKY MOrao onaxkaTu |
HeIITo OUTHO JApyro, na Tpehe. IIpuHiun peanuszamuje HajBepoBaTHUjuX Aorahaja rapanimja
je makcumasine (Morylhie) cTabuIHOCTH, KOHTHHYHUTETA IIPUPOJIe BpeMeHOM. lIpoMeHa Bepo-
Baraohe moryha je cunom, ajmn je m Taj nporec nocrenen. Cuna Macu jaje yoOpsaibe,
Memajyhu joj 6p3uny. PemaruBau mocmarpad TuxX mpomeHa he Ha CBaAaKOM HUBOY Op3uHa
omaxkaTH JpyradujuM oAroapajyhe mcre nadopMmaliije cucreMa y KOjeM JaTa Maca MUPYje,
cBe Mame ca Beliom Opaunom. Cuta yjiaspaBa JaTo TEJIO0 U3 CHCTEMa IoCMaTpada, jOIl BUIIe
yMamyjyhu nsHoc rybruraka HEM3BECHOCTU COIICTBEHE BaCHOHE, KAO JIa I'a OJIHOCH Ha JPYTY
cTpaHy Opjia cMambyjyhu ImTeTy 3a CTAHOBWINTE MOCMaTpada. Y TOM CMUCIY je CHJIa jOIIl
Beha mozpiKa TpPUHIIAITY BepoBaTHONe.

Hewussecnoct mpe peanuzaruje ciaydajuor gorahaja rnmocraje nadopmaliija HAKOH. YKyITHA
KOJIMYMHA, ,HEU3BECHOCT IUTyC WHMOpManuja’ MojeMHOr 3aTBOPEHOr CHCTeMa OMJIO Kojer
caydajHOr jtorahaja, KOHCTaAHTHA je, He MeFha ce TOKOM IIPOU3BO/Ibe jtare nHdopmarmje. OHa
je KOHCTaHTa CHUCTeMa, Ia je U KOHCTaHTa BacuoHe. MeDhyTum, rpoussejiiena nudopmaruja
HUTH KOJTMIUHOM HHUje jeHaKa 3a CBAaKOT, COIICTBEHOT WJIM PEJIATUBHOI IIocMaTpadJa, jep ou y
IIPOTUBHOM BaCHOHA BeOMa OP30 MOTPOIIUIA CBOjy Hen3BeCHOCT. MHOTO je BuUIlle peJIaTUBHIX
rmocMaTpada Hero COICTBEHUX, Al PeJaTUBHE OaXKajy Marby IIPOU3BOIABY HWHMOpPMAIIje o1
COTICTBEHOT KOJI CBaKe CJIydajHe peajnsanmje, ma (COICTBeHa) BACHOHA Tpaje.

Slika 1.26: CorcrBeHO U TpU pejlaTHBHA Olakama u3 Aj.
Ha commm |1.26] BunmmMo jegHor concrBeHor mocMarpada A Koju je pelaTUBHU 38 CHCTEME
Ay, As u Ay. Ta derupu pasimuanTa cucTeMa IPeACTaB/bajy n = 4 COICTBEeHa ITocMaTpada
01 KOJUX je cBaK| jomi 1o n — 1 = 3 myTa pejaTuBaH, TaKO J1a UMaMO YKYITHO

Vi =n(n-1)=4-3=12 (1.168)
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pesiaruBHEX. Bpoj Bapujanuja V,' pacte ca KBajparoM 6poja n. ¥ ciaydajy jeJHaKe IPOU3BO-
Jitbe nHpOpMaIje KOJI CBUX, BEJIMKH OPOjeBH PEJIATUBHUX CHCTEMa OU CMAUBAJIA TPajarbe
BaCHOHE y OJIHOCY Ha CBAaKOI IIOjeIMHOr ITocMaTpada. Bpeme Koje je 3ampaBo IpOU3BEICHA
nadopMaruja 6p3o 6u ce Tpormmao. Moryio 6u ce IeCHTH 18 BaCHOHA W3TOPU Y jEIHOM
TpeITajy, Kao y cjiejicheM npumepy.

ITpumep 1.3.2 (Bakyym). Cmeaparve u NOHUWMABAHE HECTNUYE U GHMUYECTIUYE.

Ob6jawrere. Tlpema Xajsenbeprosoj Heompehenoctu 3a eneprujy um Bpeme, AEAt > h, y
BaKyyMy yBEK MOYKe HACTATH Iap YECTUIA, MaTephje U aHTUMAaTepuje, TPOU3BOJbHO BeJIHKE
enepruje, 10 AFE, camo ako HBUXOBO Tpajarbe mumje mayxke om At. Csm jorabaju Takse
YECTHUIE Cy COICTBEHHU 3a jeJHOT IOoCMaTpada U3 BakKyyMa, Ia ako Beha eHepruja TakBe
gecrurie 3uaqu u Behu O6poj morahaja, onma oma 3madn u kKpahe Tpajame. Kajga Ou TakBuM
cTBapameM (KpealujoM) HacTaja YuTaBa BACHOHA, OHA O6u 300r CBOje OIPOMHE eHepruje,
TavHKje pedeHo 360r OrpoMHOr Gpoja cHCcTeMa Koje CaJIp:Ki, MopaJsia HecTaTu (aHXUIUpaTh
ce) y eKCTPEMHO KPATKOM HTepBajly BpemeHa. AKO Cy y3ajaMHO DeJIaTHBHU IPEMa OBJIE
WU3JIOKEHOM KOHIICIITY, 32 YKUTE/he TaKBe BACHOHE HAIll TpenTaj Ouo Ou mUX0oBa BEIHOCT. [

Kpeanuja ca amxwmranujom mapa IecTUNA-AHTUYECTUINA Y ITPUMEPY BaKyyMa y CKJIAJLY
je ca MpeTXoJHUM pa3MaTpamuMa 10 joil HeKuM jerajpuMa. CBe ,rajiakcuje’ U cBa Jpyra
,Tesia’ HacTaja Kao 9ecTHUlle HOBE ,,BACHOHE' Cy 3a IOoCMaTpada W3 HaIller BaKyyMa, jelHaKa
jeJIHOM COIICTBEHOM CHCTEMY, 1a je Tpajame (At), Jakje TPOIIemhe, TAKBe ,,BACKOHE TAKBOM
(BamCKOM) TIOCMATpady OOPHYTO IPOIOPIIMOHATIHO ca YKYIHUM caapxkajeM (AE). Pesynrar
KakaB Jaje u XajseHbeprop npuHiun Heonpehenoctu. Jlasbe, Ta 61 ,BacuoHa’ OUJIa UK O
MaTepuje WK OJf aHTUMaTepuje, a He OM MOpaJia UMaTU HUTHU Jipyre cumerpuje. Pennmo, ne
6u MopaJia OUTH YKYIIHO eJIeKTPUYIHO HeyTpasiHa. [Ipu Tome He mpermnoctaB/bamMo OUJIo ImTa
0 (yHyTpAIIIIbeM) OllayKarby TAMOIIBUX , KUTesba'.

W3 naBejieHOT IIprMepa BUJMMO KOJIMKO CY 3a BACHOHY BAXKHU PEJIATUBHU ITOCMATPAYIN
3a KOje je yCIIOpeH TOK BpeMeHa y OJHOCY Ha colicTBeHo. OHU Oaskajy CIIOPHjy IPOU3BOIELY
nadopMaIje U Ha Taj HAUYUH YIECTBY]y Y CMalbemy TPOIIEHa HEU3BECHOCTU M CMAFHEHLY
TpoIlema came BacroHe. Beh ¢cMo Bujein 1a je mKpTOCT CMECA0 TPUHIIAIIA HHPOPMAIH]je, a
KaKO je eHTpoInja 1e10M HH(POPMAIIHja, UCTO BayK! U 33 Iby. 3aIlTo CY U IPUHITUIT EHTPOIINje
(dpusnuku cucrem crionTano Texu noseliatby enrponuje) u npuHII HHOOPMarje (IITe/Hha
ca mHGOPMAII]OM ) TTOCTIE/IHIIE UCTOT IPUHIUIA BepoBaTHONe (peasmu3aliije HajBepoBaTHH]er )
MOKEMO pa3yMeTu U Ha cjenehe HaumHe.

CroHntaHuM pacToM eHTponuje ypeheHOCT mocraje HeypeheHOCT, Teku ce Oe3JIMIHOM,
amopdHOM cTamy Koje MaJio 1mTa ka3yje. [lusb pacra enrpomnuje je ,HeomaBame nundopmaruje’.
To cmo Beli moMumbaIn, a cajia moryIeaajMo Jia To UCTo jiokasyje u Makceenos demon (8. [13]),
Ha CJIUIN [Iperpagom je coba mosesbeHa Ha JBa onie/bka A u B, y KojuMa je y TOUeTKy
yje/lHaueH IPUTHCAK BasjiyXa, jeJHak je 6poj 6p3ux (mpBeHe) u cropux (IU1aBe) MOJIEKYJIA.
SaMunbaMo Ja MOCTOJU JEMOH KOjU KOHTPOJIUIIE HH(MOPMAIHje, TAKO Ja IIPOIYIITa CAMO
6p3e Mosiekysie u3 A y B, a camo cnope u3z B y A, Kajga MojieKyje HauDy Ha IIperpauiy.
Bpewmenowm fie ce cBe 6p3e mosekyse nahin y ojiesbky B, a cBe criope y ojie/bky A. Mebhyrim,
TAKO CMO U3 crarba Belie enrponuje (HeypeleHocrn) jomum y crame Marbe eHTpolmje (ype-
benocrn). Tobuam cMo mapajioke Koju ayTop Ha u reHeparyje hbusndapa mocie mbera HUCY
yMeJie j1a objacHe.

CaJta kaJ1a IPOMOBHIIIEMO IIPOCTOP, BPEMe U MaTepujy Kao objinke nudopMalije, IpumMep
ca MakcsesioBuM JieMoHOM mocTaje jacuuju. lajyhu memony criocobunocT ypehuBama Hepe/ia,
HE3aBUCHO OJ] TOTa Ja JIU Ta IIOTPOIIha U3UCKYje MOTPOIIY €HEPIHje, IEMOHY OMCMO JTaJiu
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Slika 1.27: MakcBeJIOB JICMOH.

criocobHOCT TpoIeha nHdopMaluje. Melyrum, npupoga To Hehe 103BoMTH yIpaso 360r
cBoje mkproctu (npunnuna uadopmaruje). Ona He onaje nHbOPMAIU]Y OCUM KaJja TO Gari
Mopa. IIpema ToMe, TPUHIUII EHTPOIHjE je MOCe uIa TPUHIUIA UH(opManmje, a 0ba cy
TocJIe/IuIle IPUHITUIIA BepoBaTHOLe.

Slika 1.28: IIIpenuarepoBa Madka.

Bparumo ce cama Ha HeoOWIHa CBOjCTBa BpeMeHa, objalrmaBajyhn ux momohy mpumepa
HIpedunezepose mawke (B. [14]), na connm Kana 6u Mauka 6uja Majiu KBaHTHU
CHCTEM 3a KOjU HHCY OWTHU 3aKOHHM BEJMKUX OpojeBa, OHIa OM cBaka MHQMOPMAIHja O H0j
3HAYAJHO MEMmAaJIa HheHO MATePHUjaJlHO CTamke. PenuMo j1a y KyTHju mMaMo MadKy 3a KOjy He
3HAMO TA4YHO JIa JIA je »KUBA WJIM MPTBA, & 3aTUM JI& OTBOPUMO KYTHjy U JI00UjeMO TaKBY
nadopmMarujy. 3a Maju KBAaHTHH CHUCTEM, CBaKa Ia U TakBa MHMOpMAIUja je OrpOMHA
crBap. OHa He-CyNCTAHIM]ATHO CTarhe HEM3BECHOCTH MAYKEe MPETBAPA Y CYIICTAHITHjAJHO.
Opy3umajyhn HEM3BECHOCT MPETXOMHOM CTaly MadKe, 300r 3aKOHA OJIpyKarba KOJUINHE
(nemsBecHocT 1yc nadopManuja), cramba MadKe I0CTajy U3BECHH]a, 114 HAKO je Y TPEHYTKY
OoTBapama KyTHje Oujo cBejeHo xohiemo Jyin 3arehn KBy wjim MPTBY MadKy YHYTpa, HAKOH
OTBaparba TO BUIIE HUje. YCTAHOBUBIIH A je MAYKa, ,KUBA' ', Te(PUHUCAHO je U FbEHO IIPETXO/IHO
crame ca ,2kuBa“‘. Jla je orBapameM KyTHje YCTAHOBJ/BEHO JIa je MadKa ,MPTBa‘ U HEHO
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MIPETXOHO CTAalbe IMOCTaja0 O0m ,MpTBa‘. VY TPEHyTKy OTBaparma TO je Om/Io 00jeKTUBHO
CBEjeJIHO, jep CBe JI0 OTBaparma KyTHje Madka O0jeKTUBHO Huje Omjia HUTU ,KUBA‘ HUTU
,MpTBa’“.

Mu cmo Tek HaKOH OTKpulia KBAHTHE CIPECHYTOCTH Y CTalby Jda PasyMeMo Ty J1yOJby
IIPUPOJIy PEJATUBHOCTH BpeMmeHa Kkojy npenariamasa [lIpemumareposa mauka. Hcro je y
OCHOBHU Xaj3eHOeproBe UyBeHE PEUEHHIE O MEpeIby: ,, |eK HaKOH Meperba, IyTarba TeCTUIle
nobuja peasan cmucao“. Jlakiye, He caMo ja MepemeM ca3HajeMO HEIITO O decTuiu, Beh
9eCTHUIa TUHOM MEPEeha y CaIAIbocTh JeUHUIIe U ¢BOjy objekTuBHy mpornioct. Jajyhu
nHpoOpMaIjy o cebu OHa ce OTKPUBA MATEPHUjAJIHOM CBETY, CJlabu CBOjy HeojpeheHOoCT,
a TuMe AedUHHIIe W CBOjy MaTepHjajgHy HporuiocT. VcTo mMamMo u y OBIe CIOMHUIHLAHO]
KpeAIju PeajHOCTH CJI00OHE YeCTHUIlEe TOMONY JBE Y3aCTOIHE WHTEPAKIIN]E.

Ca oBJie M3JIOXKEHOM TEOPHjOM ,MaTepujajiHe wHpopMaliije”’, moMeHyTo Xaj3eHOeproBo
objarmbere Mepema 100uja nyospe 3Hademe. PeanuzanujoM ciydajHor jporabhaja, mperBapa
ce Je0 HeM3BeCHOCTH y mHMOpMalnjy 300T dera KBaAaHTHH CHCTEM IOCTaje m3BecHuju. Ha
Taj HAYWH [IOCTAjeé W3BECHUJU U CBAKU MAKPO-CHUCTEM, aji 300T MAJIOr yJieJia IOjeIMHIX
nadopMaIrja Y HOBOj PEAJTHOCTU OHA OCTaje HAM3IJIE HeIIPOMEHH-CHA.

Cnobora decTriia HAKOH WHTEpakimje A myTyje Kao BpJio HeoapeheHa Ka HEM3BECHO]
untepakiuju B. Ty meonpehenoct joj omoryhasa Xajzeubepros npunIiui neonpehenoctu y
nperxoaHuM oipehenunjum, cama moxkemo pehu peanHujuM, HHTEpaKIjamMa. Y TI'DAHUIAMA
TUX HEOJPeDEHOCTHU CYy UCIOMITOBAHN 3aKOHU OJIPYKAba EHEPIUje, UMITYJICA, CIIUHA, 8 U3 UCTOT
pasJiora cy moryhe u Bapujanuje mwene Oyayhnoctu. 3aro je momeduHHCcae WHTEPAKIUje
A wmorylie n Hakon unTepakimje B. To usrimesa 9yaHO aKo MUCTUMO Ja jé BPEMEHCKH TOK
HeKa Iperu3Ha JeyKIija, IMITo oH Huje. [IpomiocT je HaTaIoKeHa CaIalimbocT Koja ce 300r
0boje, KoH3epBaluje nHMOpMaIuje U 00jeKTUBHE CJIYIajHOCTH, JIEJIOM UyBa a JEJIOM Memba.
Tako J1o/1a3uMo JI0 3aKJbYyUKa Jla je PeaAMHo CaMO OHO IITO je KOMYHUUUPAAO CA HEYUM Ca
qUMe CMO MU KOMYHUITUDAJIH.

IIpunnun nadopmariuje je u MITEA/BUBOCT Y TPOIIEHY HEM3BECHOCTH, ajid U yCKpahuBame
komyHukanuje. OrpannyaBame MOIyNHOCTH pa3MeHe MaTepuje, HHTepaKIiinja u nHpopMaIiuje
3HAYM Jla HeMa KOMYHHKalldje cBadera ca cBadnM. ©OOTOH KOMYHHIIUPA Ca €JEeKTPOHOM,
€JIEKTPOH I1yTeM (POTOHA Ca UCTUM HJIH JIPYTI'UM HaeJIeKTPUCAILEM, Al YBEK HA HAYUH OIUCAH
mabJI0HOM OJlaBarba WHOpPMaIiije n IyOnuTKa Heu3BecHOCTH. [IpoBepuMoO TO Ha MOJIETUMA
PejHMAHOBUX IHjarpaMa.

~

Slika 1.29: ®@ejumanoB gujarpam.
Ha counm [1.29] s1eBo ce Hasasu NpBU €JIEKTPOH € KOjH eMuUTyje BUPTyeslHH OTOH 7y
KOjM HaWJIa3W Ha JIpYT'U eJIeKTPOoH e~ jecHo. [Ipuxparamo PejHMaHOB OMKC Jla OKO CBaKe

HaeJIEKTPUCAHE YEeCTHIIE TTOCTOJU CTAJIHO [I0Jhe BUPTYeJHUX (POTOHA U JIA je Ha CJIUIM TaKaB
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jeJlaH Koju ojry3uma UMILyJIC (Macy, eHeprujy, CIIuH) IPBOM eJIEKTPOHY U IPeJaje Ta JPYroM.
3aKoHU OJIpKatba, Cy UCIIOIITOBAHU U eJIEKTPOHU ce 0/10ujajy. Tako HacTaje oidujame ucTon-
MEHUX HaeJeKTpucama. Kaja JecHOM eJIeKTPOHY OOpHEMO CMep TOKa BpPeMeHa, JIEBO je U
JlaJbe UCTU TPBU €JIEKTPOH aJId je JeCHO MO3UTPOH €', Ma MCTa pasMeHa WMIIYJICA [0CTaje
paszJIor 3a y3ajaMHO MPUBJIAUCHHE Calla CYIIPOTHUX HACJIEKTPUCAIHA.

Hae camo nojarmmaBamo Dejumanos ormc, npso nomohy wmabopmanuje. I[lpe mim
KacHUje, HeKU BUPTYyeHN GOTOH -y KoMyHunumpa (pasmenu undopmarmjy) usmely jiBe Haese-
KTPHUCAHE YeCcThlle, Kao Ha J1aToj ciaunu. Tume ce moBeha M3BECHOCT HPOCTOpa U3Mehy
BUX U decTure ckpely y HeusBeCHOCT. 3a jiBe MCTOUMEHe YecTHIlE (eJIEKTPOH-EJIEKTPOH )
HEU3BECHOCT je BaHMU, a 3a pa3indure (€JIeKTPOH-TIO3UTPOH) je YHYTDPA.

[Tomumbasu cMo ,,JiBa IpoJasHUKA™ (caja eJIeKTPOH U MO3UTPOH) KOjuMa O BPEMEHCKH
TOK WINA0 CYIPOTHAM CMEPOBUMA, 1 3aTO He OM MOIIM KOMYHUIMPATH Ha yoOudajeH (pernumo
TUnMYaH) HaduH. Kajia IpBu OCTaBU NUTAKke OH y CBOM BPEMEHY KACHUje 0UYeKYyje OJIrOBOpD,
KOjU JIDYTH Y CBOM BPeMeHYy MOpa JAaTH IMPBO I1a TEK OHJA YyTHU IHUTalbe. 300r OJICYyCTBA
TUNUYHEe pa3Mene mHdopmalyje oba Jojase /10 3aK/bydKa Jia je y mpocropy usMmehy mux
Beha memsBecnoct u npusiatde ce. IIpumernmo 1a je oBo objamtmberse oadujamba (3a HIjaHCy )
pasmumauTo on PejHMaHOBOr. Y HBEMy JOMHHHUDA ,2Kejba 3a mTO BehoM HenspecHOIhy,
JTaKJIe TPUHIUI HHGOPMAIIHje.

Ucra npuya nMa jornr uMILIMKAIja KOje JonymhaBajy mupy canky. Ha mpumep, Kako je
Morylie 1a peaJJHIM CMATpaMo €HTUTETE KOju He KOMYHUInpajy? OJroBop je y HEeTUIHIHUM
KOMyHUKanujama. Jak u y Makpo-cBeTy cpehieMo Jbyjie KOju €y TOJUKO MAMETHU UJIU Ce
TOJMKO JI0OpO 1O3Hajy sa fie jejan jaBaru (TadaH) OJrOBOP HA IUTAHE KOje JAPYIH jOII
Huje HU cTurao nocraputu. Vcro hemo mo6uTn n Kaja Cy CArOBOPHUIM BEOMa IVIYIH ajIu Y
oAroBapajyhuM jeJHOCTABHUM CHUTYaIlljaMa.

Taxse cy estlemenTapue yecture. Kaja cy cacBum ,riryne’, HajMarmbe IeCTUIle He MOTy OUJI0
IIITa, CMUIL/bATH, OPraHU30BATU WJIN ILJIAHUPATHU, Beh MOpajy pearoBaTu ,Ha IPBY JIOITY'.
HBouma taja yommre Huje 6utHO Kyja he Bpeme ONOHEHTa Jjia OM MOIJie ,,KOMYHUIIUpATH.
Tpehu npumep je komynukaruja usa Opmaa. Y ciydajy cBe Behux pejaTuBHuUX Op3uHa,
emucHje nHMOpPMaIje U3IJIeajy CBe Malbhe U IMTaBa IHUXOBA PEAJHOCT Kao l1a OJjIa3d Ha
HEKY HEJIOCTYIIHY CTpPaHy. Y CBAKOM O] TUX CJIydajeBa MMaMO UHTEPAKIIUjY CA HEIUM IITO
“Ma MHTEPAKIIN]Y Ca JATUM U HAJA3UMO Ce Ha MCTOj CTPAHU PEeaTHOCTH.

CaBpeMeHa KOCMOJIOTHja JIPKH JIa je BaCHOHa HacTasla BeJukuM rpackoM (big bang) u na
ce o7 Taj1a J10 JaHac Beh ckopo 14 muymjapau rogwaa craaHo mupu. [Ilupemem ce Bacmona
paspebuBaia m y HEKOM TPEHYTKY je moctaJia mpo3upHa. CBeTJIOCT Koja O Tajia KpeHysa
Ka HaMa MopaJia je mpeja3uTu cBe Behe m Behe HacTajasio pacrojambe, ma ce 300r Op3ume
MApEmha BaCUOHE MOIJIO JIECUTH Jia CBETJIOCT OCTaHe Ca OHe CTpaHe J0MeTa. JeITHOCTaBHO
pevYeHo, TOJIUKO MHOI'O IPOCTOpa Hacraje m3Mely JMaBHO KPEHyJse CBETJIOCTH W HAC Jia OHA
HUKaJIa He MOoXKe 10 Hac ctuhu. Takobhe, cBeTsiocT Koja on Hac Kpehe y j1ybuny, 300r Mupema
BaCHOHE, HUKaJIa He MOKe npehu mpeko rpanunia Buibuse Bacuone. MehyTum u TamMo mma
MaTepuje, Koja je KOMYHUIIUpaJja ca HeInM Ca YMME U MU, 114 je U OHa 3a HaC peaJiHa.

Ma kako ja HaM H3IJIe[a UyIHO, OBY IIOCDPEIHY PEAJTHOCT HAJA3UMO U y3 ODjaIlliberhe
mapaJiokca 0Jim3aHara, y Jejly O yCIopaBarky BpEMeHa WHEPIMjaJIHOT CUCTeMa Koje JI0BOJIU
0 3a0CTajarba y IPOILIOCTH Wian y OyayhmocTn mocmarpada. HecTwiia Koja ce O HAC
UHEPITHjAJTHO yAa/baBa UMa PEJATUBHO YCIIOPEH TOK BPEMEHA U CTAJIHO je Y HAINO]j MPOIIIOCTH,
CBe J1aJb0j IITO HaM je Jajba. JlOK rom BUANMO TY 9eCTUIly KOMYHHUIIIPAMO Ca HOM, & jeTHAKO
OHa MOXKE JIa KOMYHHUIIUPA ca HEKUM JIPYTUM JIeJIOBUMA Haller cucreMa. [Ipema Tome, Halna
nponiocT je (IoCpe/iHo) peasiHa ca HaMa.

CaugHo je U ca YECTHUIIOM KOja HAM Ce MHEPIUjaIHO NPUOJIMKaBa, aJid Tala JI0JIA3UMO
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JI0 3aKJbydKa Jia HaM je OymayhuocT Takohe peasHa, ja je jegmHa Moryha, 1mTo je y cKiamgy ca
HAIIMM 3aKJbydllIMa O JIMMEH3MjaMa IIPOCTOP-BPeMeHa y CJIy4ajy Kaja HeMa JIejCTBa CUIE.
Kama ce decturnia mama mpubimkaBa HEMHEPIIMjAJHO, jep Ha Iby Jiejlyje Chjia, OHa TaJa
Mema Op3uHe U UHTeparyje ca pasjnduTuM BapujanTama Haiie Oygayhaoctu. [Ipema Tome,
paziuuuTe Cy U BapujanTe Haile OyayhHOCTH HaMa jeTHAKO peasiHe, HA HAYUH HETUITUIHUX
(mocpeiHNX) KOMYHUKAIH]A.

Cse 0BO yKa3yje Ja Cujia Melbha U BEPOBATHONY U IMEPIEIIN]y PeaJHOCTH TocMaTpada.
Cuia je y cramy Jla IPUMApPHY PEAJHOCT Meha ca CEKYHJIAPHOM U J1a 3aMebyje CeKyHIapHe.
360r yHUBEP3aJHOCTH THUX I10jaBa, jeJIHAKO je TadHo pehu u obpHYTO, Ja mopemehaj BepoBa-
THONe 3HaYN npucycTBO cuyie. HarommiaBame MoJIeKy/ia Ba3yxa OJinzKe 1oy cobe y rpaBu-
TAIMOHOM TI0J/bY 3HAK je IIPUCYCTBA CUJIe, KA0 IITO je 1 OOPHYTO, IPUCYCTBOM CUJIC HAPYIIIEHE
cy (jemnosuke) BeposaTHohie.

Ca cranosuinita enrponuje je tymademe Pejumanosor mujarpama [1.29| cauaro mperxo-
naom. IlojaBa poTona namely emekTpoHa MPEeKUIA jeTHOJIUIHOCT IIPOCTOPA, CMAIbYje HEPE/T,
a TUMe W €HTPOIIH]jy, 1a eJIEKTPOHU CIOHTAHO IIpeJsia3e y mpoctop Behe earponuje. Oabujajy
ce. Y ciyvajy OJCyCTBa TUIUYHE KOMYHUKAIIAje eJIeKTPOH M MO3UTPOH pajie MCTO, Al TO
cajia 3HAYU Jla ce mpuBJade. Y CIydajy MIMpera CBEMHUpa MPHUHIWI eHTponuje (busmaku
CHCTEM CIIOHTAHO IIpesia3u y crambe Belie enrponuje) je ounrnenan. Hose dopmyise (1.148)
u (1.149) camo mobospimaBajy 3BanmdHO objambeme. [Ipsa (T' = 1)) 3HaYM Ja Cy nabe
rasiakcuje (360r Behe 6p3ute yjnabasatmba u Belier ) Tormje. To je Joruvno u 3601 YNHEHUIIE
Jla ¢y oHe Jybsbe y IPOILIOCTH, Kaja je ceemup 6wo rymhu. dpyra (Q = Qo) 3Haqun na je
TOILJIOTHA eHepruja HerpoMemeHa. Cajta 3aKO0H OJIpXKamba eHepruje 0CTaje Ha BayKHOCTH, jep
je cuia (1.42) koja nokpehe 0BO MUpere CBeMHUPa CBEIPUCYTHA U KOHCTAHTHA (IIPETIIOCTaB-
sbena cuna Fy # 0 Koja oj0uja rajiakcuje He MOpa OUTH KOHCTAHTHA) O] HerOBOT MOCTAHKA.
[TpocTto peueno, oHa je Kao rpaBUTAIOHA CHUJIa IIJIAHETE KOjy He Tpebda ,JIoKUTH , 1o1aBajyhu
jOj HOBY €HEprujy.

ITomenyTy ,,0HOCTpaHY" peasHOCT HAJA3UMO M y KOCMHUYKUM pasdMepama. 3aMEUCJIIMO
Tpu ranakcuje A, B u C ynabeHe MHUJINOHNMA CBETJIOCHUX TOJWHA Koje ce MehycobHo
yinamasajy. Cua (1.42) koja ynamasa C' ox A nocMarpano u3 A pacre BpEMEHOM U PacTe

—
ca v?. Ona mma mpasar n cMep BekTopa AC, a meHa OKOMHTA KOMIIOHEHTa, Ce He Merba.
Cnmano ce noraha ca rasakcujom C' nocmarpaHo w3 B, ocuM mITO OHa OEXKU IO, CHIOM Y

cMepy BC KOju HUje jemHak mpBoM. 3aro mro ce Ha C' w3 A u B Buje pa3audure cuie,
omaxKajy ce u pazamaute peasnoctu. Obe cy HeKakBe peasHocTd, jep A Bugn C, aau BUIA 1
B koje suju C. Beh koj nHeprimjaHux KpeTama CMO UMaJIA pa3InInuTa peJlaTuBHA Buhemba
ucre nojase (umHMoOpMaIMje), aau caja UMaMo MHOro Behe pasiike, CJIMYHE OHUMA YECTHUIE
KOja HaM IpHUJIa3u ca npomeHama OpsuHe. [locebHO, HUTH clIOHTaHU pa3Boj eHTponuje Ha C
HUje UCTH ca cTaHoBumTa A u B.

OsBo nac Bpaha Ha oHa alcypjHa objallliberba Cca IoYeTKa OBe Kibure. IIpeMa mpuHInIry
BepoBaTHOhe, Horahaju Teky m3 mpornroctn Ka OymyhHOCTH Tako jga GU3UIKNA CHCTEM YBEK
3ay3UMa YIJIaBHOM HajBepOBaTHUja CTama. ¥ CKJAJY Ca TUME, peajHO 00pTame BPEMEHCKOT
TOKa Omjio 61 caMo OHO y KOjeM OM Taj CHCTeM HUINA0 YHATPAIIKE OIEeT Ka, Y JATUM YCJIOBUMA,
HajBepOBaTHUJUM cTamuMa. VeTo je n ca enTponnjoM. AKO CMO ce CBAKIM KOPAKOM Y jeIHOM
TOKY BpeMeHa HAJIA3W/IN Y CTAIbUMa, MAKCUMAJIHE €eHTPOIINje, OHIa OU OHAj KOjU X018 HAIITIM
cTOIaMa BPEMEHOM yHa3aJi MOPao OIeT MPOJIa3UuTH Kpo3, y JATHUM yCJIOBUMA, CTama HajBehe
eHTpoIuje.
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1.4 Cumetpuje

OBze cy MareMaTWydKH JOJAIN KOJU Ce TOJpasyMeBajy y IPETXOIHOM Jiesly Kibure. 1o
Cy yIJIaBHOM ITO3HATHje TeMe JOIymeHe mojuM uiacjama. llpea je usoheme JloperroBux
TpaHchopMannja n3 AJHINITAJHOBUX MPUHITAIA, JAPYra TOJABOAN Te TpaHcgOpMalyje Mo/t
reoMeTpujcke cuMerpuje, a Tpeha cy dopmaaHe OCHOBe 3a IIMPEHE MPOCTOP-BPEMEHA Ha
BHIIle BpeMeHCKuX juMmensuja. OHe cy Takohe u HajaBa Jasber paja.

1.4.1 JlopeHuose TpaHcdopmaumje

Y lekapToBoM IpaBoyIjioM cucreMy Koopaunara Oxyz, na cauniw[1.30] cBe Tpu Koopau-
HaTHe oce (amcmumca x-oca, OpAWHATA Y-0Ca U AIIHKATa 2-0Ca) jeJHAKO cy OaxKIapeHe n
y3ajaMHO OKOMHTE OpHjeHTHCaHE IIPaBe JIMHUjE Ca 3ajeJHUYKUM ucxoauinreM y Tadku O. Y
pasau Oxy Hanasu ce Tauka A ca koopauaarama (x,y,0), a Ha BUCHHU 2 O] T€ PABHU U3HAJ,
rauke A Hasasu ce Tauka B ca koopauHarama (x,y, z).

Z\

Py

LY

QO
N

/ =
7
--{

e

I

Slika 1.30: /lexkapToBe mpaBoyrjie KOOpIUHATE.

[Ipema IluTaropunoj TeopeMu HAJIA3UMO PEIOM:
—2 ——2 —2 ——2
OA =2?+y?, OB =0A" +AB",

P=2+y*+2% 1=0B. (1.169)

)

——>
Kana ce kBajmap ca gare ciauke Tpancaupa (mapasenno nomepn) 3a sekrop OO’ taja teme
O kBajzpa npenasu y tauky O', a reme B y tauky B’, na nperxojana jeHaKOCT mocTaje

(AD? = (Ax)? + (Ay)? + (Az2)?, (1.170)
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e cy A€ Ay»KuHEe IpeMellTamba KBaJIpa MapajieJITHO KoopAuHaTaMa, peloMm & = x,y, z, a Al
je InjaroHaJia, JIy>KUHa IIPEMENITamba 05’ .

Haxkon oBe 6e3BpeMencKe, MaTEMATHYIKE TPAHCIAIN]e KOPUCTHMO HOBE O3HAKE 34 [Ty KIHE
CTpaHWIa KBaJpa, ajil CBe oaroBapajyhe myxkube octajy mcre. Kama Beh kaxkemo ga je
cucrem Ozyz upemao y cucrem O'z'y'z’ rpamcmanujom, omma je jako jgomaru ga je TO
moMepame 3aBHCHO OJ MMPOTEKJIOT BpeMeHa t, Tako ja Ce JeliaBa KOHCTAHTHOM OpP3MHOM
JebUHICAHOM BEKTOPOM V = (Vz,Vy,v,). To 3Haum na ce gy koopuunare & € {x,y, 2} 3a
Bpemenckn mepuos At cucrem O nomepno 3a jgyxuny veAt y oaHocy Ha cucrem O. Ako
cy ce y mogerHoMm TpeHyTKy (t = 0) nBa cucrema nokaanana (O = 0'), Taga y n1pousBo/bHOM
TPeHyTKY t Baxke TpaHcopMalje KOOpInHATA:

t=x-vt, Y =y-vt, ZF=z-vit, t'=t (1.171)

To cy lammnejeBe Tpanchopmariije, rie 4eTBPTY jeIHAYUHY ITUIIIEMO CaMO J1a HATJIACHMO
na y oba cucrema, Henokpernom O u mokperanoM O, Bpeme Tede jeamaxom 6psunom. Hema
OuTHOT TYOUTKA OMIIITOCTH KaJla CTABUMO JIa je KpeTame caMo Iy K amciuce. Taja je yKyIHa
6p3una 6poj v = v, # 0, JOK cy ocrase JBe KOMIOHeHTe Gp3une Hyme (v, = v, = 0).

lasimiiejese Tpancdopmariuje cy mobospinasane JIopeHIIOBUM, TPBEHCTBEHO 300T €KCIIe-
pumenara Majkencona u Mopunja (8. [15]). Hbuma je ox 1887. romuse ycraHOBI/BEHO J1a
ce ceemaocm wpehie ysex ucmom 6psunom y saxyymy, oko ¢ = 3 x 10% m/s, 6e3 o6zupa Ha
6p3uny mspopa. Casname M-M ekcriepumenara je AjHIITAjH y3€0 3a CBOj JPYTU HMPUHITUI
y pajy Koju je objaBuo 1905. romune, a Koju je JlaHaC IO3HAT KaO CIENHjaJiHa TeopHja
penaruBHocTu. l[IpBM mpuHIMI My je OMO PEJIATUBHOCT KpeTama, Ja (Puduywky 3aK0HU
CUCTNEMG Y KOJEM MOCMAMPay mupyje He 3asuce od moza da Au ce maj cucmem kpehe
jETHOJIMKO MIPABOJIMHUJCKHU Y OJTHOCY HA HEKO JIPYTro TeJIO WJIA [oCMaTpada.

YKpaTko, AjHINITAjHOBU MPUHIUAIINA PEJIATUBHOCTHU Cy: 1. CBa jeJIHOIMKO IIPABOJIMHU]jCKA
KpeTama Cy paBHOIPaBHA U 2. Op3UHA CBETJIOCTH y BAKyyMy HE 3aBUCH OJl OP3UHE HU3BOPA.

IMpumep 1.4.1. Uzsecmu Jlopenyose mpanchopmayuje usd AjHumajnosur npuHyuna.

Pewere. AjumrajHoBa peIaTUBHOCT 3& UETBPTY KOOPIUHATY KOPHUCTU ¢t a TO je IyT KOju
ceryioct npehe 3a Bpeme t. 3a cucrem O’ koju ce kpehe 6p3uHOM v y onHOCy Ha cucreM O
JIy2K AIICLUCA, Y HAJOIIITHjeM CIydajy MOXKEMO CTABUTU:

v =y(x-Bct), y =y, 2=z ct'=Act- Bz, (1.172)

rre ¢y v, 5, A, B HenosnaTtu 6pojeBu Koje TeK Tpeba onpeauTu. IIpBa n ueTBpTa KOOpauHAaTa
cy dyHKIIje 3aBUCHE OJ1 y3ajaMHe Op3uHe v KpeTama J[Ba CUCTEMA U €BEHTYAJIHO jOIII jeJIUHO
oz, 6psune ceerioctu c. OBe Tpancdopmanuje 6u mocrase lammrejese (1.171) ako 6u 6umo
v=1,8=v/c, A=1u B=0.

Kana nexn o6jekar mupyje y O na nosunuju ' = 0 on ce Kpehe KoHCTaHTHOM GP3UHOM
v ancicom cucrema O, Tako na je x = vt, na je f = v/cre z’ = y(x - = ct). Ilpema npuHImIy
peslaTuBHOCTH, MHBep3He TpancdopManuje usmehy O’ u O Mopajy umaru ucty popmy ajau
ca GP3MHOM CYIPOTHOT Npei3Haka, ma Hamasumo x = y(x' + Zct') 3a ucru koedunujent
~v. Tlpu Tome je t = x/c xama rox je t' = 2'[/c u cMmenoM y mperxojHe jeIHAKOCTH 3aTUM
muozkerseM gobujamo xx’ = y2(1-v?/c?)za’. Oryna, 3a npBy jeamaunmy:

1

7=—T?§,
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[TpBu koedunujent ce nazusa u Jlopenmos dakrop u Beh cMmo ra momumasu. JemgHadnna
u3 (1.172) koja gedunumte rpanchopmalujy BpeMeHa, MOXKe ce j100utu u3 ycaosa &' = ct’' u
T = ¢t CMEHOM y IPEeTXOjHe NpocTopHe Koopauuare opakie ct’ = y(ct — Bx). Ilpema Tome,
Jlopenrose Tpancdopmariyje cy:

' =y(@-pet), Y=y, 2=z =y(ct-pr), (1.174)
rie cy v u  naru ca (1.173). O

36or gpyror AjHIITajHOBOT IPUHINIA, y 00a CHCTEMa MEpPEHO CBETJIOCT IIpeja3d HeKH
IyT 3a JIaTO BpeMe mcToM OpsunoM, 1mto 3uadn Al/At = Al'/At’ = ¢, a oryna nacayhyjemo
na je u3pas

(As)? = (Az)? + (Ay)? + (Az)? - Z(At)? (1.175)

unpapujanTa Jlopenosux tpanchopmarmja. To je moomirena [lutaropuna teopema, 3a
4-J1 mpocTop-BpeMe CIlelujajiHe TeOPHUje PEJIaTUBHOCTH.

IIpumep 1.4.2. Jlokasamu da je uspas (1.175) unsapujarma Jlopenyosuz mpancgopmauja.

Pewerve. Tlomazehn on (1.172) mobujamo, pemom:
Az’ =y(Az - BecAt), cAt' =~(cAt - BAx),

(Az")? =2 (Az - BeAt)?,  A(AY)? =42 (cAl - BAZ)?,

(Az")? = ¥2[(Az)? - 28 Az cAt + B2 2 (At)?]
A(At)? = 2[2(AL)? - 2B cAt Az + B2 (Ax)?].

Oryna oxy3suMarmeM:
(Az')? - A(AY)? = *[(Ar)? - P(A1)?] - VB [(Ax)* - (At)?]
= (1 - B*)[(Az)? - 2 (At)?]
= (Am)2 - CQ(At)Z.

JonaBameM KBajipaTa HHTepBaJa ocTaje jase koopaunare mobujamo (As’)? = (As)?, a 1o je
OHO IIITO je U TpebaJio JOKa3aTH. O

Tamnacua je,ZLHa‘II/IHa KOja cjaeau U3 MaxcBeaoBux pPaZoBa O €JIEKTPOMarneTusmMy IyiaChu

¥W+W@+W@_iyw
ox2  0y? 022 2 ot?

=0, (1.176)
npu wenmy je 1/¢? = pogg, tae je pg = 4w x 1077 N/A2 MarseTHa, a g9 = 8,854 x 10712 F/m
eJIEKTPUYHA, KOHCTAHTa [TepMeabuIHOCTH BaKyyMa.

IIpumep 1.4.3. Joxasamu da je uspas (1.176) Jlopenyosa uneapujarma.

Pewerve. Kopucrehu (1.172) nobujamo:

oV _0vos" 0¥y 0WO0: OV oct 0¥ . O¥
dxr Oz dx Oy dx Iz dx  Oct’ Ox _7890’
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jep je %Zi = ‘9Z =0,a % am =ywu aCt = —fB~. Apyru napuujaanu u3BoJ, je M3B0J, IIPBOT U3BOJA,
14, CJIMIHO HaJIaBI/IMO pe,ZLOM

oL ) (8\1/)83:’ 0 (8\11)81/ 0 (6_\1’) 0z 0 (8\1’)8&"

— =)+t | ==+ = —+ -— =
0x2 0x'\0x) 0x Oy \Ox) dx 02 \0x) dx Oct’ \Ox ) Ox
_8(8\11 68\11)8x’+8(8\11 B@W)act’
 ox! 78:6’ Vact’ dx  Oct’ 78:6’ Vact’ oxr’
0*w 2 0% 5 o 0?0
- + . 1.177
az2 ) a(x)? 267 g aer 'a 7 S (L.177)
3a apyry u Tpehy KoopjuHaTy HaAJIA3UMO:
oV _ 0¥ 9af | OV Oy | 9V O , OV dct’ _ 0¥
oy oz’ 8y oy’ 8y 0z" Oy dct’ dy oy’
oV _ W ox oWy L Vo | OV oct! _ OV
0z ox! 0z oy’ 0z 0z' 0z dct’ 0z 0z
a 3aTUM CJIMYHO U Jpyre U3BO/IE:
oLl NG AL G S A
= : = . (1.178)
oy?  O(y)2 022 0(2)?
Wctum noctynkoM mo6ujaMo IPBU MAPIUjaTHU U3BOJ, 338 YETBPTY KOOPIUHATY:
ov 9V oxr 0Voy 0Voy 0OV Oct’ ov ov
= =By
dct ~ da’ det 0y’ dct 0z’ et~ Oct’ Oct oz’ Odct!
jep Je Gt = 55 =0, a 55 =~y u 5 =7 Onyaa:
v 9 8\11 8\11 oz’ 0 a\y aqf et
A2 57 o T ’ 57 /
d(ct) oz’ Toct’) det * det Vet ) det
0*v 5 o O*U , 0%V , O*W
= -2 + . 1.179
oz P e P e T aany (1.179)
VepirraBambeMm u Hakon cpehuBamba 1001jaMo
oV AN o ARG ol R WG
+ + -— =0, 1.180
O LA E) R .
a To je u Tpebajo JTOKa3aTH. O

[Tponasmazehn ynpaso oy unBapujanty (1.180), Hopem@ je mpe AjHIITajHA TOMIAO 110
TpancdopmMaluja Koje ce Mo meMy u HasuBajy. MehyTum, oH WX HHUje 3HAO MPOTYMAYUTH.
Jlopenr je m3Beo ncnpaBaH 3ak/bydak j1a M-M ekcnepnMeHT okasyje KOHTPAKIH]y TY>KIHA
y TpaBIly KpeTamba, aji TO HUje BUJIEO Yy HEKOM IumpeM KoHTekcTy. Wmak, oH je pa3Buo
€JIEKTPOMArHEeTHY TEOPHjY CBETJIOCTH, IPOYYaBao je Judpakiinjy CBETIOCTH y KPUCTAIIMA,
OmHApHE TacoBe U IPBU je MPOPavdyHAO Ielame CUHIJIeTA CIEeKTPAJHUX JIMHUja Ha TPU
KOMITOHEHTE y MaruneTHoMm mojby. Jlopenm je 1902. rommnme mobmo HobesoBy Harpamay 3a
dusuKy 3a pajioBe U3 eJeKTPOMArHETHE TEOPUje CBETJIOCTH.

3 JlopennoBux TpancdopMmaliija je HacTa a CIelnjaaHa TeOprja PeATUBHOCTHU, & HATIH
Ha Koju uX je AjHImITajH 06jacHMO W KAKO je Jajbe TYMadno jeTHOJUKO TPaBOJUHUjCKA
KpeTamba OCTABHUO je Jlajbe Tparose y (hu3uiin.

59Hendrik Lorentz (1853-1902), xomamacku dbusmyap.
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1.4.2 Potauuje

OHO MITO je W UCTO Yy PA3/JIUIUTOM, y TE€OMETPUJU C€ HA3UBa CUMEMPUJa, & y DU3UIN
saxonom npupode. llpumepn reoMeTpmwjcKUX CHMETpHja Cy OrJeaajcke peduJiekcuje, OCHe
cUMeTpuje, IEHTPAJIHE CUMeTpUje, TPaHCIaIuja, a CBaKa OJl IbUX Ce MOXKe JIOOUTU HEKOM
poramujoMm. M3 3Hagaja poramuja y reOMeTpUju CIeau IbUXOBA BayKHOCT 3a (DUBUKY.

Slika 1.31: Pedekcuje npupoae Ha BOaM.

Ocna cuMeTpuja Tadaka y PABHE je TPECTHKABAILE KOje KOHCTPYUIIEMO KaJia KpPo3 jaTe
TavyKe MOBY4YeMO HOpMaJie (OKOMHUIE) Ha OCy cuMeTpuje (MpaBy), a 3aTUM UX IPEHeCeMo Ha
HUCTY yAAJHEHOCT Ca JIpyre cTpaHe Te oce. 1pu Taduke KOje IuHe TPOYTrao jeJHe OpujeHTaIlnje
npeciukahe ce OCHOM CHMETPUjOM y TPHU TadKe Koje JhHe MOAYyJIapaH TPOYrao CYIpPOTHE
opHjeHTaImje. 3aT0, BUXOBO MTOKJIallamke Hije Moryhe JOOUTH IIpeMeIITabeM JaTOl TPOYTJIa
y paBHE cuMeTpuje, aju je To moryhe 3-/1 poraiujom jare paBHU OKO HeHE 0Ce CHMETpPHje.
Ciorano Ou ce orieIaacKa CUMETPH]ja KOja JIEBY OpUjeHTAIN]y pedJieKTyje y TIeCHY U 0OpHYTO,
morvta jiobutu 4-J1 poramujom 3-/1 ipocropa oko paBHE OTJieaJa.

IlenTpanna cumerpuja y paBHU UMa jeJHY 3ajeJHUYUKY TauKy T€ PABHU KOja je CPeJIUIITe
JyKu onpehenoM Taukama opurunasa n Konuje. Ona ce MoyKe JOOUTH POTAIMOM Te PABHU
OKO IIeHTPaJIHE TadyKe 3a HCIPYKEH yrao. T'paHcianyja, oMepame Tadyaka 3a JaTH BEKTOD,
MOXKe ce TOOMTH MOMONy /iBe IeHTpaJiHe CUMEeTpHje, Jakie ca ase poramnuje. CBe 0BO ce yun
y CpelbuM IIKoJama, ma o Tome nehemo nerasbauje. [Ipumernre camo jia 300r HEOOMIHUX
Be3a reomerpuje ca ¢usukoMm Huje m3HeHaheme ma ce Jlopenrose Tpancdopmalmje MOry
MIPEICTABUTH POTAITHjOM.

Ha comnu[1.32 nupasoyrin dexapros cucrem koopunara OXY poTupaH je y UCTOj PAaBHU
y cucrem OX'Y' 3a opujentucann yrao ¢ oko mcxomumra. Mcra tauka T Te paBHu y aBa
cucrema nma koopzauuare T'(z,y) n T(z',y"). Ca ciuke auramo:

Oz, = Ox +7z1, Oy = Oy -7y,

x'cosp=x+y'sing, y' cosp=y-a'singp.
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- =
fﬁﬁh XX Y
Slika 1.32: Poranuja koopuHaTa 3a yrao .

Oryna qupeKkTHe U WHBEP3He TpaHchoMalimje:

x=1a"cosp—y'sinp x' =z cosp+ysing (1.181)
y=x'siny + 1y’ cosp, y' = —xsiny + ycos p. ’

Oge TpaHcdopMaIije MOXKEMO TUCATH U MATPUIHO, PEIUMO TUPEKTHE:

x| [cosg —sinp) [z’ (1.182)
y] \sinp cosp J\y')’ ’
nm xpalie r = Rr’, e cy KOMIOHEHTe BeKTOpa T' i I’ 1 MaTpuie poranmje R ounriese.

Y3MeMo Ji1 38 KOMIIOHEHTe OBUX BeKTopa JIOPEHIIOBY allCIuCy T1 = T U BPEMEHCKY OCY
x4 = ict, nobujamo JIOpeHIIOBY NMPEKTHY U UHBEP3HY POTAIIN]Y:

{ x1 = 2] cosp—x)sing { T} = 1008 + Ty 8in P (1.183)

x4 = 2] sinp + ) cos ¢, Xy = —x1 8N + T4 COS P.

Hakou cmene ¢ = i¢, ¢+ = V-1 u mpejacka Ha CHHYC U KOCHHYC XHUIIEPOOJIHH, OBe OOMIHE
noctajy xurepboJsine Jlopeniose poraruje:

o Y I _ ;
{x-xchqb ct'sh ¢ {fv wehe +ictshé (1.184)

ct = -z’ sh¢ + ct’ ch ¢, ct' = xsh¢ + ctcho.

Bese mely muma cy nosnare pemanuje usmelly obndHuX 1 XumnepOosHuX (XUIepOOIHe, U
xunepbosimyne pyHKIUje je yBeo y ynorpedy Pukar TPUIOHOMETPUjCKUX (DYHKIH]a:
singp = —ish(ip) u cosy = chip. Crapmajyhin 2’ = 2] = 0 Hasa3UMO GP3UHY IIPUMOBAHOT
cucTeMa y HeIIPUMOBAHOM:
v x ict'she
=2 =277 _itho =teo. 1.185

b ¢ ct ct'cho ¢=tgw ( )
Besa usmel)y Tanrenca xunep6osinor (th) u obuuanor (tg) je th ¢ = —itg (i¢) = —itg p, a oryna
HaBeJieHo B =tgp .

OcHopre xunepbojiHe TpUroHoMeTpHjcKe (PyHKIHje Cy:

{m¢=£;i chg = £

b o0 Gyod
_ € —¢€ _ e’ +e
tho = 5= ctho=5""=.

(1.186)

51Vincenzo Riccati (1707-1775), nTaiujancKu MaTeMATAYAD
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To cy pemoMm cuHyc, KOCHHYC, TAHT€HC U KOTaHTeHC xurepbosau. Jla oHe 3amcra J0BOJE 110
penarja (1.184) Buumo 13 paszBoja 0OMYHUX U XUIEPOOJHUX TPUTOHOMETPUjCKUX (DYHKITH]ja,
y MaxjiopeHnoBe pejioBe:

3 5 7 2 4 6
Sh¢:¢+%+a+¢_!+..., Ch¢:1+%+%+%+"'7

. o T e A4 O (1.187)
SIHQ(?:QD—?"'ﬁ_W""--a COS(,O=1—7+E_Q+--'7

na craB/bajyhu MOMeHyTy CMeHY ¢ = i¢, i je uMaruHapHa jeauuauna. V3 nedununrmja (1.186)
nako Hasasumo ch? ¢ —sh? ¢ = 1, a 3aTuM 1 ocTase OCHOBHE HIEHTUTETE:

thgp=sh¢/ched cthp=che¢/sho 188
sh2¢ =2shéchg ch2p=ch®+sh® g, (1.188)

wim permo th2¢ = 2th ¢/(1 + th%¢), kaza Beh momumeno gBocTpyke yriose. CBH ocTasm
UJIeHTUTEeTH OOUYHe TPUTOHOMETpHje Takohe cy camunu xunepboaaum. Ha npumep, aguinuone
dopwmyiie 3a 36up U pas3aUKy YIJIOBA XUIEPOOTHUX (PYHKIH]jA CY:

sh(z +y) =shaxchy +chashy
ch(z+y)=chxchy+shzshy (1.189)
th(z+y) = (tha £thy)/(1 £thazthy).

Nnak cy Buj/buBe U pasJiuKe.

Jlopennose Tpanchopmanuje (1.182) ckymmbajy & u ct ocy, 3a pasjuKy O poTanuje
(1.183) kom Kojux yrao msmely amcuce u OpauHATE HAKOH DOTAIfje OCTaje UCTH - MPaB.
Ha caunu [1.33| Bunumo taj edexar.

Slika 1.33: Jlopentose TpancdopMmaliije CTUIINy oce.

Kaza je 6psuna mpumosanor cucrema 60 oxcro 6psmme ceermoctn, 6uhe v = 1,8 x 108
m/s, ogrocHo 3 =v/c=0,6. Taga je yrao poranuje ¢ = arctg0,6 ~ 31°. Obe oce, x u ct, ce
JlopeHoBoM ,,poTanujoM* HarWiby 3a yrao @ npemMa CUMEeTpajii KBaJpaHTa (MCIpPeKuIaHa
[IaBa JIMHKUja) ca KOjoM Ou ce HOKJomwie y ciaydajy na je v = c¢. Jlorahaju na ncrom
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mecty nokperror cucrema O’z ¢t’ cy ma mcroj (nenpexunmanoj) mapasenu ca ct’-ocom, 10K
ce MCTOBpeMeHn Jorahaju Hajaze Ha NOjeIMHUM HUCIPEKUIAHNM HapaJjenama ca T'-ocoM. Y
HenokperHoM cucremy Ox ct, noraljaju Ha HCTOM MecTy OmyM 6 Ha TapaJjen ca ct-0coM, a
ucroBpemenu jiorahaju Ouiau 6u Ha napasenu ca r-ocoM. Ca ciuke [1.33| Bugmmo na y nBa
cucrema O n O’ uurn morahaju ,Ha UCTOM MeCTy" HUTH ,AICTOBPEMEHH HHUCY UCTH.

Jok cucrem O’ onyazu, morahaju y memy oiyase cBe Ja/be y npomnioct cucrema O, anu
1 OOPHYTO, HEIMOKPETHU CHCTEM je MCTOBPEMEH Ca CBe JaJbUM Jlorahajuma u3 MPOILIOCTH
nokpernor cucrema. CynpoTrHo Tome, Kaja ce mocmarpad us cucrema O’ npubimrkaba
nmocMmarpady u3 cucrema (O OHEH Cy jemaH Apyrome y cBe Ommzkoj Oyayhaoctu. To mpe
cBera 3HAYM JIa PEJIATHBHO (OHO Y JIPYIOM CHUCTEMY) BpeMe MPOTUYE CIIOPHUje OJf COIICTBEHOT,
a 3aTUM JOBOJM JI0 IPUBHIA KOjU HA3MBaMO ,mapamnokc Onmsanamna”. Te edexrte cmo Beh
pacupaBwWIn, a u cjiegeha cBOjCcTBa KOMILIEKCHHX OpojeBa CMO Takohe TOMUIbAJIN.

Poraruje (1.181) moxemo jgo6uru u nomoly komiuiekcHux 6pojesa. Kowmmekcan 6poj
z = x +iy € C ca cBojum peannum R(z) = x u umarusapaum gesiom J(z) = y, Koju cy
peasau 6pojesu (x,y € R), y KOMILUIEKCHO] PABHU IIPECTAB/bAMO TAYKOM 2z Ca AICIHCOM U
ODJIMHATOM, PEJIOM:

r=rcosqa, y=rsina. (1.190)

Motyo 0IHOCHO MHTEH3UTET KOMILIEKCHOT Opoja je peasiad mo3uTuBad 6poj r = |z| = \/22 + y2.
Apryment komiuiekcHor 6poja je yrao «a = ZxOz = arctg(y/z). Kazma je mar jenunudanu
KOMILJIEKCHU 6POj 2o = X + 1Yo, TaKaB 11a je |zo| = 1, upu yemy je xg = cos ¢ u yo = sin ¢, Tajga
je Ipon3BOJI;:

zzo = (z +1iy) (20 +iyo) = r(cosa+isina)(cosap +isinag) =

= r[(cos acos ag — sin asin o) + i(sin acos ag + cos asin ap) |,

zzg = r[cos(a+ ap) +isin(a+ ap)], (1.191)

rIe cy IpuMemeHe aIuimone popMmyJie 3a KOCHHYC U cHHYyC 30mpa. [Ipema Tome, MHOXKeHE
JEMUHUIHUM KOMILIEKCHUM OpojeM zg = Xq + tyg KOMILIEKCHOT Opoja z = & + 1y IpeacTaBba
poranujy 6poja z OKO UCXOJMINTA KOMILIEKCHE DABHH 3a apryMeHT, yrao g = arctg(yo/zo),
6poja zp. MHOXKEmEM UCTUM 2 YATaBa KOMIIJIEKCHA PaBaH Ce POTHUPA 3a UCTH yrao o.

360r OBe JIUTUBHOCTH apryMeHaTa KOMILIEKCHIX OpojeBa 1 MO3HATe aJJuTUBHOCTH €KCITO-
HEHaTa IIPU MHOXKEIbY CTeleHnX (PYHKIMja UCTUX 6a3a, MoKa3yje ce Jga BaxKu

z=x+iy=re', (1.192)

e je r = /a2 +y? u tga = y/x. Jokaz ce MoxkKe U3BECTH Pa3BOjeM EKCIOHEHIMjaJlHe
bynkupje (oBue e®) y Makiopenos pen. Taj MHaue IO3HATH 3allC KOMILIEKCHOT Gpoja
nomohy ekcrnoneHrujaane Qyukiuje, ca bazom OjrepoBum Opojem e = 2,71828..., bama
HOBO CBETJIO Ha OBJIe PaHUje u3BejleHe jeJHaunHe rpaBuTanuoHor noka (1.137). Orsapa ce
MOTYRHOCT MocMaTpama PABUTAIIMOHOL 110/ba KAO HEIPEKUIHOT IIPOCTOPA MHOIITBA MAJINX
(naGUHITE3NMATHIX) HHEPIUjAHUX CHCTeMa KOODJMHATA aHAJOIHUX JIopeHIoBuM.
YMecTo unTaBuX KOOPJIMHATHUX oca x U ct, kopuctuliemo mwuxose maje (nHbUHUTESH-
masiHe) Jenose dz u cdt, upu yemy fiemo JIopeHIOBY ,alciucy”, aHaJIoOTujy IpaBlia KpeTamba
CHEIUjaJTHE PEJIATUBHOCTHU, MTOCTAB/HATH YBEK DaJHUjaTHO y MPAaBIy I'DABUTAIIMOHOL II0Jba.
3aro hemo Taj mpaBar] 03HAYABATH JApyradnje, penumo ca dr ymecto dr. pyre KoopauHare,
monyT dp u df xoje cy y ciay4ajy cdepror cucrema Orpfl okoMuTe Ha [IpaBall IPOCTUPAHA
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CPaBUTAIMOHOT 10Jha, rpasuTanyja nehe medopmucaru. Hawmme, xkaga O6u cBe KoopawHaTe
buJie jeJHAKO M3ME-eHe, pe3yJITaT JIeJI0Baiba Ha paBHU O1o 6u oneT paBH EyKImMI0B mpocTop
y KojeM HeMa rpasuTanuone cujie. Ca JIpyre cTpaHe, 0Ba HECCUMETPUIHA, PaIHjaJTHA [IPOMEHA,
6buhe y3pOKOM U IIO3HATOI I'PABUTAIMOHOr edeKTa OOIHOI CTHCKaiba Tejla, OKOMHTO Ha
paJijajiHe CUTHUIIE TI0JbA.

Ognie nogpasymesamo cdepe koopuuaare kao Ha cannu(1.34] Ao ux 6yemo o3HaIaBaAIN
kosapujarmuum (JOBUM) MHIEKCHMa, Oulie y pemocieny x1 = r, T = @ u xr3 = 0, ca
MIPUAPYKEHOM BPEMEHCKOM KOOPIUHATOM T4 = ict, T/Ie je ¢ IMarnHapHa jeINHUIA, a ¢ Op3uHa
ceeriiocru.  Vcru je pezocien u y ciydajy O3HauaBama KOHTPABAPHUjAHTHUM (TOPH-UM)
nagexkcuma ¥, p=1,2,3,4.

Slika 1.34: Cdepre koopaunare Orpl.

Ca ciuke ce Buan r = OB, a 3atuMm:

z=0Acosp, OA=rsinf
— ’ ’ 1.193
{ y=0Asingp, z=rcosb, ( )
3aTUM JIAKO HaJIa3uMO TpaHchopMalimje:
x =7rcospsinf r=\/a2+y%+ 22
y =rsinpsinf @ = arctg £ (1.194)

z=rcosb, ¢ = arccos Z.
JepuBalyje oBUX KOOpJUHATA CY:

dx = cospsinfdr — rsinpsinf dp + r cos ¢ cos 0 df
dy = sinpsin @ dr + r cos psin 0 dy + rsin ¢ cos 6 df (1.195)
dz =cosOdr —rsinf db,

na KBaJpupameM H yBpIITaBambeM (cabupameM) y oJropapajyhu pelaTMBUCTHYKE U3DPa3
(1.175), nakon cpehuBama nobujamo

ds? = dr® + r?sin® 0 d? + 2 df* - Adt?. (1.196)

To je penaTuBuCTHYKE WHTEPBaJ 3a WHpUHUTE3UMAJE V chepHrM KoopauHatama Orpf 3a
PaBHU IIPOCTOP-BPEME.
[Toscernmo ce Ja ce ananms3oMm Beprukajnor naja (1.128) moxke jpobutn MeTpuka

ds? = 2OMI7e gp2 | 12 4in2 g dp? + 12 do* - e 2OM[re* 242 (1.197)
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a 3aTUM allPOKCUMAIINjOM U3pa3

-1
ds® = (1 - 2GM) dr® + r*sin? 0 dp? + r? do* - (1 - 2G—M) Adt?, (1.198)
rc? rc?

koju je jemnak IIBaprmumiioBoj merpuru (1.137). Yormmire, rpaBUTAIIMOHO MOJbE Y JIATO]
TaIKN y JATOM TPEHYTKY Jejyje CHJIOM KOja je BEKTOp M Koja NMPHUCHbaBa JAaTO TEJO Ha
,CII000IaH maa’. AKO y TOj TaUKM MOCTABUMO WH(MUHUTEIUMATHA CUCTEM KOOPIUHAHTA TaKO
Jla r-0ca MMa, [IpaBall JIejCTBa CUJIe, OHJIa MOYKeMO IocMaTparu (npoMensbuBy) pasan O ct
yHyTap Koje he Baxkutu Tpancdopmariuje anajorue Jlopennosum. To cieqn u3 cumerpuja 3a
Koje oueKkyjeMo na he ce u3 reomerpuje nperetu y dusuky. To je HoBa uueja Kojy nmorsphyje
cieseha Teopema.

[ogpazymesamo cdepru cuctem koopanuata Orpf ca MEHTPOM TPABUTAIA]E Y HUCXOJIH-
Ty, & TOCMaTPaMO IEHTPAJHO CUMETPUYHO TI0/be, Ia Ne €BeHTYaJHA JIBA TaKBa CHCTEMA
MMAaTHU UCTEe YIJI0Be ¢ u 6.

Teopema 1.4.4. Jame cy mpanchopmayuje dudeperuujana
dr = xdr’' + iy '\/1=+2x2 cdt’ (1.199)
cdt = i1 —2x2dr’ + % cdt’, '

ede je i umazunapha jeduruya, v = (1 - QGM/TCZ)’IQ, a x € C npoussowarn napamemap.

Ioxazamu da cy mo onwme mpancgopmayuge xoje mempury epasumavuje (1.198) npesode
y unepyujaany mempury (1.196).

Jloxas. Urnopumemo KoopauHaTe Koje He yrmdy Ha pesynrar (de = dp' m df = df') u
HOJIA3MMO O] CUCTEMA:

—_ / !
{ dr = oy dr’ + o cdt (1.200)

cdt = ayy dr' + oy edt’,
[JIe Qlyy 3aBuce camo of . CmenoMm y ckpahenn uspas (1.198) nobujamo:
ds® =2 dr? -y 72 2dt? =
= 72(arr dr’ + oy cdt’)2 - 7_2(0@7« dr’ + o cdt')2
= (Y22, =202 ) dr'” + 2(yP s — Y 2y di edt’ + (202, -y 2ad) Adt”.
sjennauasajytin oaj unrepsas ca dr'? — c2dt'? nobujamo cucreM jemHadmHa:

2. 2 -2 .2 _
VO T Ty = L,

2 -2 =0
VOOt — Y TOr Qg = U,

2.2 2.2 _
Yoag =y Ty = -1

To cy Tpu jeHaYNHE ca YeTUPH Herlo3HaTe ajde IITo 3HAYH Ja UMaMO IIPOU3BOJbaH IIapaMeTap,
Heka je To ay = x € C. V3 upse jeanaunne ciaeu oy, = +iy\/1 —y2x2. 3 tpehe jeanauune
OGHjaMo ayy = £5y /1 — W‘Qa?t, IIITO YBPIITEHO Y CPEIbYy Jaje, PEJIOM:

Yx(xiv /1= v2a2) =77 (xiv/1 - v2x2)au = 0,
yx\/1-7207, = v a1 - 122,
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(v - o) = ap (v - X7,
X% = afy

ONlAKIIE CIICIM Quyp = +y2X U app = +iy 1\/1 —72x2. Kaza y3memo caMo ropme IpeasHake,
J100MjaMO TParKEHU CHCTEM. O

Buwio je ckenTuyHHX OKO OBOI' pe3yJTara, Ja ce paBHa (IICEyJ0 eyKJIUJICKA) METPUKA
mpocTop-BpeMeHa MIHKOBCKOT MOYXKe T€K TAKO MPEBECTH Y METPUKY 3aKPUBJHEHOT IIPOCTOPA
rpaBUTAIIM]j€e, T4 HABOIUM jOIII O0jallliberba.

Kazma 6osme normenamo tpancdopmarmje (1.200) BuamMo Ja MHOXKEHEM IIPBE Ca 7y a
npyre ca iy~ nobujamo:

ydr=yxdr' +/1—-~2x%icdt’ (1.201)
v Viedt = —/1 =232 dr' + yyicdt'. .

Cwmenom dyy = vdr, dyy = v Yiedt u dxy = dr', dxy = icdt, 3arum:

cosp =X, sing=+/1-~2x2 (1.202)

OHEe TI0CTajy obmvHe poTalyje, jep je

dyy = cospdxy +sinypdry,
{ dys = —sin pdxi + cos p dzy. (1.203)
Cmenom dyg = v Ledt, dxg = cdt u ¢ = i¢ gobujamo
dyr = ch¢dxq +shpdxg,
{ dyo = sh ¢ dxy + ch é d, (1.204)
a To cy xurepboJiHe poraruje, ogHocHO JIopertoBe TpaHcdopmaije. CBakako je
ds® = (ydr)? = (v tedt)? = (dr')? = (edt')?, (1.205)

rie je v = 1/\/1-2GM/rc? yzero uz (1.198), amu 6u ono morsio 6urn y3ero u u3 (1.197)
WM HEKe JpyTe CIMIHE MeTPUKE.

Ha 6u xunepbosne rpancdopmaimje (1.202) 6use ,peanne’ (ekBupajent JIopeHoBum)
110BosbHO je |yx| < 1. Tama uz (1.204) u S = ith ¢ pobujanmo

1 v
W= B=-, (1.206)

1-p2 c
ITO OTKpHBa Hpupoy apyror koeduimjenra (x). To je 6poj 6e3 numensuja koju oxpebyje
MoYeTHY Op3WHY Tejia ¥ CJI0O0THOM MaIy ¥ TPaBUTAIIMOHOM T0JBy. [pyraumje pederno, 6poj

X JdeduHUIIE BUCHHY Ca KOje je JIaTo TeJIO OYeJIO TaIaTH.

Ha npumep, y caydajy Hynre noderne 6p3mue y Geckonagnoctu (v — 0 Kaga 1 — 00),
u3 ma = Fy nspadynasamo v?=2GM/r, a oryna yx = 1. Tpaucdopmaruje (1.199) nocrajy
ydr =dr' uw v edt = edt’ mro 3maum ma concrsene BpexnocTH drg = dr’ u dty = dt’ Tavaka y

MUPOBaIby 11ajy:
[ 2GM dt
dr=dro\[1-—5—, dt= S (1.207)
rc 1= 2GM

rc2
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peJlaTUBHO y ojJiHOCY Ha majajyhie Tesjo. A Taj pesyarar je mMO3HAT.

Cumerpuja pesarusucruakor uarepsasia (1.205) ykasyje na moryhe dopmasne 3ameHe
r ca ict. be3 063upa KoJIMKO oHa Omita dyaHa, OnIo O MOBPIIMHO HA by IVIEJATH PEIMO Ca
IIOJICMEXOM U HE€ HUCIUTATU MOTyNHOCTM 3aMeHa POCTOPHUX KOOp/uHaTa BpemeHckum. Ha
TakBY MHBep3Ujy yKa3dyjy u tpaucdopmarmje (1.201) win (1.199). Anm ona Hmje Tema oBe
Beh cienehe csecke.

1.4.3 KgeaTepHuoHu

BHamo J1a je cKyI peajqHUX OpojeBa MOJCKyI ckyma Komiiekcaux 6pojesa (R c C) u na
je CKyn KOMIUIEKCHUX GpojeBa TOBOJbAH 3a PEIIChe CBaKe MOJIMHOMCKE jenHadnHe (OCHOBHA
reopema ajirebpe). Ha Taj naumn, 360or HemoryhHOCTH TauHUX pelleba y PeajHoOM, pasyMein
€MO TIOTpeby KBAHTHE MeXaHUKe 38 KOMIUIEKCHUM OpojenMa. OHIMa KOju Bepyjy v AyOsbe
Be3e MaTeMaTukKe U (PU3UKe OBO je MOrao OUTHU TOBOJ, Jla OTKPU]Yy MaTEMaTHUKy KBAHTHOT
CBeTa, OHAKBY KaKBa je.

Ca 0BOM KE-HUTI'OM CaM Ha CJIUYHOj MpeKpeTHUIM. AHa/m3a JUMEH3Hja IPOCTOP-BpeMeHa
JIOKa3yje Jla UX WMa BUIIE OJi YeTUPHU, TAaYHHUje Ja BPEMEHCKUX JUMEH3Hja MMa OHOJIMKO
KOJIMKO Ma HaMa IIO3HATUX IIPOCTOPHUX, ITa CE€ IIOCTaBJ/ba IIUTAKBE MATEMATUIKOD allapaTa
KOju O ux cBe (YIJIaBHOM) MOrao ommcuBaTh. TeMa OBOTI IIOTHACIOBA je J1a HAC MOCETH Ja
TaKaB allapaT 3aucTa U MOCTOjU.

JenHa o1 jeTHOCTABHUjUX HAJAIPAIIbU CKYIIa KOMILJIEKCHUX OpojeBa je CKyIl MATpHUIla THIIA

. (10
I:(O 1). (1.208)

Kao mTo 3namo, oHa je jenna HeyTpaJHa IIPU MHOXKEY IPYTUX MATPUIIA TaKO /1a 3a CBaKy

2 x 2. JemunudHa MaTpPUIA je

marpuiy A (ucror tuna) saxu A = Al = A. Ocrasie ocHOBHe MaTpuile 1ojeaulieMo y jiBe
rpyne, IpeMa IpeJ3HaKy Ha JeCHOj CTpaHU KBaJpaTHE jeTHAKOCTH:

6% =+l (1.209)

PermaBamem oBe je/Haunte 3a npeasHak mwiyc (+) mpobujamo HayﬂujeBﬁ MaTpHIle:

N 01 . 0 -1 . 1 0
0'12(1 0), Uzz(i OZ), 03:(0 _1). (1.210)

PemaBameM rope jeiHaunHe 3a Mpea3Hak MUHyC (—) 100ujaMo KBaTepHHUOHE:

N 1 0 . 0 1 . 0 2
a4=(0 —i)’ 05:(_1 0), 0'6:(2, 0). (1.211)

Marpuriie cy HymMeprucaHe Tako Ja je:

- (1.212)

0109 =103 0903 =101 03071 = 102
0405 =06 0506=04 0604 =05,

rJe je ¢ umMaruHapHa jeguHuia. Ilopes Tora je

6364 = 6601 = il. (1.213)

52Wolfgang Pauli (1900-1958), aycTpHjCKO-IIBAjIAPCKO-AaMEPUYIKH TeOpUjcKu dbusuyap.
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Nuadge, MHOXKEIbE MATPUIA HUje KOMYTATUBHO.

[Topen yobuaajene ynorpebe oBux marpuria, [layinjeBux npuipyKeHnx ClinHy (pepMuoHa
a CBUX IIECT 38 MPEJICTABIbAIHLE POTAIja, MATPUIE KBATEPHUOHA MOYKEMO YIOTPEOUTH U 3a
PA3JINKOBAE PA3JIMIUTUX UMATHHAPHUX JUMEH3HUja BPEMEHA.

Jenmunnuna mMarpuna 3ajenHo ca tpu [layiujese (Wi KBaTEPHUOHCKE) YMHU KOMILIETAH
cky Marpuna tama 2 x 2. To 3HadM 1a 3a MPOM3BOJBHY MATpHUIY A IOCTOje jeuHCTBEHA
qerupu O6poja x,y,u,v TakBa 1a je

A~

TG + Yo +udy + vl = A, (1.214)

Kaja cy m,n,p peaom ungekcu 1, 2 u 3 wiu cy ungekcu 4, 5 u 6. Taxkse detupn marpuite
Mory ja unHe 6a3y 4-/1 Bekropckor npocropa. Ca apyre crpame To 3Ha4H Ja ce HoMohy came
rpu marpurie [Tayiuja (min KBaTepHHOHA) HE MOXKe JIMHEAPHUM ollepanujama (BUIIeCTPYKIM
cabupamnma) JOOUTH jeJIMHIIHA MATPUIIA.

Ilpumep 1.4.5. Ilokxasamu da Haysujese mampuue ca jeduHusHOM “uHe NOMNYHU CKYN.

Pewere. Ilomasumo oz (1.213):

x01 + Yoo +uds +vl = A,

(0 R R ) A )

u+tv zT-1y\ [a b
T+IY -u+v c dj’
utv=a x = b

iy = =qg2=€
az—z.y—b - y—sz
T+iy=c u=45E
—u+v=d, U:a+d'

lo|

[Ipema Tome, 3a mpomsBosbHE yHampen gare OpojeBe a,b,c,d yBek IOCTOje jeIMHCTBEHH
OpojeBu x, Yy, u, v, & TO je OHO MITO je TpedasIo IMOKA3aATH. O

Ilpumep 1.4.6. [loxasamu da K8aMEPHUOHU CG JEOUHUNHOM MAMPUUOM “YUHE TOMNYHU
cKYn.

Pewerve. Kopucrehu nperxosmo, nodbujamo pempom:

~

x04 +Yyos +udg + vl = A,

o 2l )] 1))

w+v  y+iw ) [a b
~y+iu —ix+v] \c d)’
.a-d  b-
u- v T T

3a mpomsBoJbHE jJare OpojeBe a,b,c,d MoOCTOje jeMHCTBEHU X,Y,U,V, IITO je U Tpebajo
ITOKA3aTH. O
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®opmagmno 4-I mpocrop-Bpeme ce moxke gobutu u ca Tpu llaynujese marpure miyc oy,
onuocHO ca Tpu [layujeBe u iuHEapHOM KOMOMHAIMjOM KBATEPHUOHA KOja MOPa, CAIPKABATH
64. TakBy KOMOMHAIN]Y KBATEPHUOHA O3HAYUMO Ca, 0 U HA30BUMO BPEMEHCKOM JUMEH3UjOM.
300r obaBe3HOT MPUCYCTBA J4, a HeobaBe3HUX 05 U G¢, HAKOH u3bopa IlaynujeBux marpuia
3a 6a3y MpoCcTOpa, BUIUMO J1a TIOCTOJU U3BECHA HECUMETpHja y n3b60py MaTpUIla KBATEPHUOHA
Kao BpeMeHcKuX jumensuja. [IlraBuie, y obpayTOM citydajy, Kajia OucMo Gupajm MaTpuie
KBaTepHUOHA 3a a3y IIpOCTOpa, 38 YeTBPTY, BPEMEHCKY JINMEH31]y MOTJIA OMCMO y3€TH CAMO
jEIMHUYIHY MaTPHILY.

Buno xoju map, on jejiHe Marpuile KBATEPHUOHA U jeJHE OJI IIPeocTajie IeTUpH, J06po
penpesenTyje ckyi Komintekcanx 6pojesa C. Komitekcan 6poj z = x+iy, Ie Cy £ U Y peaTHu
6pojeBr, MOXKEMO TPEeJICTABATH TAYKOM ca KoopaumHartama (x,y) y exkaproBom cucremy.
Ancnucy (z-ocy) Taja UnmHe peasHU JIeJOBH KOMIUIEKCHUX OpojeBa, a opiauHary (y-ocy)
nmarunapau. Ckyn cBux KomiuiekcHux OpojeBa C Tako mocraje CKyIl Tadaka KOMILJIEKCHE
pasun C. Opaksa penpesenranuja ce uau Ha ciaunu [1.35

AIm
z=xt1y

Slika 1.35: Kommiekcua pasan C.

ITomohy oBe citmke cMo pasymesn OOUYHE poTaldje, a caja Ty IPUIy HACTAB/HAMO MaJio
JerajbHUje. YmasbeHocT on ucxomumTa () 10 KOMILUIEKCHOr Opoja z, Tadke z, je MOIYO
KOMILJIEKCHOI Opoja z Koju je peasan 6poj |z|. Yrao msmely mosuruBrHOr cmepa peasine
oce (amcuuce) u opujenrucane ;yxu Oz je apryMeHT KOMIUIEKCHOI 6poja z Koju je peasian

6poj arg(z). Ca ciuke JIAKO IUTAMO:
|z| = Va2 +y? =p, arg(z)= arctg% = . (1.215)
Oo6pryTe TpancdopMarmje cy:
xr=pcosa, y=psina. (1.216)
[Tpema ToMme, KOMILIEKCHU OPOj 2 = & + 1Y MOYKEMO ITUCATH:
z=p(cosa+isina). (1.217)
To je pernpesenTanuja O6poja z y MOJAPHAM KOOPANHATAMA.

Teopema 1.4.7. 3a cee Komnaexcre bpojese z1 = T1 + iy U 2zo = To + 1Yo 6AHCU:

1. z129 = (x122 — Y1y2) + (212 + Y122);
2. |z120| = |21][22];

3. arg(z1292) = arg(z1) + arg(z2).
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Joxas. 1. Hemocpennum muOXKEImEM, 300T 3aKOHa, JUCTpUOYIHje, 100mjamo:

2129 = (21 +1y1) (2 + iy2) = T122 + IT1Y2 + Y172 — Y1Y2,

o/faKJIe 300 3aKOHA KOMYTaIlje, TPYIIUCAeM cabupakKa Cjeau TParKeHa jeTHAKOCT.
2. W3 mperxomgHOr M3pa3a HAJIa3UMO:

L1T2 —Y1y2 i$1y2 + 172 )
b)

(1.218)
p p

2120 = (172 — Y1y2) +i(21Y2 + Y122) = P(

rie je p = \/(:leg - y1y2)? + (z1y2 + y122)2. [Ipumernmo aa je

(:E1ZU2 - Y1y2 )2 . (51313/2 + Y122 )2 _q
p p ’
ITO 3HAYM JIa je p = |2122|, @ pasaomuu cy (z122 —y1y2)/p =cosa u (z1y2 + y122)/p = sina,

rie je a = arg(z122).
3. Tlokaxkumo na je yrao « 36mp yriosa aq = arg(z1) u ag = arg(zg). Us:

(1.219)

21 =21 +iyr =\/22 +y? 1 +1 N
1 =21 1= 1 1 ’
2, .2 2, .2
VIT+YT VI

cJIeTN Jia TIOCTOJU yrao (v TaKaB Jia je:

cosa = ﬂ, sin aig = ﬂ, p1=v\/z]+y3, (1.220)

P1 Pl

2 2

jep je cos® aq +sin” v = 1. CaunvHo Ha/Ia3uMo 3a zo. HakoH Tora KOpUCTHMO MHAYE TTO3HATE
auImoHe (popMyJie TPUTOHOMETPH]e:

cos(a + ag) = cos vy cos g — sin g sin g

_ T2 1y2 T122 — Y192
B P12 - P12 B \/m% +y%\/w% +y%
_ T122 — Y192
Vot alyd + ylad+ gl
_ T1T2 — Y1Y2
V(@3a3 - 2z mou1y2 + yiy3) + (23yd + 2x1m0y1y2 + yi13)
122 — Y1Y2 _T1x2 —Y1Y2

V(172 = 1192)? + (2192 + 72712 p

I

cos(ag + ay) = cos .

Takobhe Hasazumo sin(ag + ) = sin ay cos g + cos v sin ag = sin a. O

To cy 6wt momaso HeOOUTHHU JOKA3W MHAYE IMO3HATUX CTaBOBa. Takohe je HeyoOmuajeH
u joka3 ciaenehe Teopeme.

3aMeHOM i — —i KOMILJIEKCHH OpOj 2z = T + iy MemhaMO y IbeMy KOoMHjy208aM Z = & —iy. Y
KOMILJIEKCHO] PaBHU, KOHjyTrOBAHO KOMILJIEKCHH OPOjeBU 2 U Z Cy OCHO CUMETPHUYIHU Y OJIHOCY
Ha peaJiHy ocy, Kao ITo ce Buau Ha cimmu [L.35]
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Teopema 1.4.8. 3a cse Komnaexcre bpojese z1 = T1 + iy U Zo = To + 1Yo 6AAHCU:
1. Z1zp = (w122 + Y192) + i(T1Y2 — Y172);
2. R(Z122) = |21]|22| cos B;
3. 3(2122) = |Zl||22|SiDB;

2de je B = L2102z yeao usmehy opujenmucanur dyscu Ozy u Ozs.

Jokas. 1. Cuean cmeHoM y; — —y;1 U3 uperxosne, cras 1. teopema [1.4.7]
2. IIpumennmo KocuHycHy TeopeMy Ha Tpoyrao Oz za:

|21 — 20| = |21|* + | 22]? = 221|122 cos .
Oryna:
1
|21|22| cos B = §(|21|2 + |22l = |21 - 20f*) =

= (@ i)+ (@B 4ad) - (o1 - 2)? - (1 - 92)?]

1
= 5[2901562 +2y1y2] = R(Z122),
|2’1||2’2| COS,B = 9{(512’2),

IITO je u Tpebasio JI0Ka3aTH.
3. Kopucrumo Tpuronomerpujcku uaenTuTeT cos’ 3 +sin’ 8 = 1, oamocHo:

|21/ |22[? sin® B = |21 *|20]? — |21 [*|22]* cos® B =
= (2% +y3) (@5 + v3) — (2122 + Y192)°
= 7Y — 221201y + Y3 75
= (v1y2 — y122)* = T (Z122),

|z1]|z2] sin 8 = T(Z1 22),

IIITO je U TPaXKEHO. O

Y aHajorHju ca BEKTOPUMA, MOXKEMO NePUHUCATH CKAAGPHU NPOU3GO0 W WHTEH3UTET
8eKMOPCKO2 TPOU3BOA JATHX KOMILUIEKCHUX OpOjeBa, M3pa3uMa:

2129 = 9{(5122), |,21 X 22| = 3(512’2). (1.221)

OBuMm jepuHUITjaAMA JOCIETHO TPUIPYKIMO ﬂed)I/IHHLLI/Ij@ CAODHCEHO2 30UPA TT CAOHCEHE
pasauke KOMILIEKCHUX OpojeBa, peIoM:

1 _ _ 1, _ _
21D 29 = 5(2122+2122), 21 © 29 = 5(2122—2122), (1.222)
3a KOje je JIaKO IPOBEPUTH JIa BaXKe jeTHAKOCTHU:
21 ® 29 = iR(leg), 2109 29 = iJ(leg). (1.223)

[Tpeu uspas (36up) nozceha Ha ,peasHn mpomsBoj’ KOMILIEKCHHX OpojeBa (Tj. CKaJiapHU
IIPOU3BOJ) M3 MaTeMaTH4Ke Jjureparype, aju y Kiusu [I] ce moxke Bujern na y ommrrem
ciydajy (KOju ce MHaYe MojJpasdyMeBa) TO HUje TadHO.

53HasuBu Koje caM IIPHUBPEMEHO KOPHCTHO.
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1.5 Muwmera

CupoBy Bep3mjy TeKCTa KIUTe BeoMa Cy HODOJbIIAIN JIEKTOPU U PEIEH3EHTH HABEJICHU
Ha modueTrky. Ta je momoh Omia 3Hadajua m MHOro Beha 07 OUYeKMBaHE, IIa UM CE U OBOM
npuwimkoM 3axBasbyjeMm. Cjiejie BbUXOBe U3jaBe U MUINLbEHA HA KPAajy.

[parana Manuh

OBa kmura moeesyje MaTeMaTuky, GuU3nKy, xemujy u duaozodpujy. Cromumy ce HeKe
ujieje Koje UyjeM IO IPBH IIyT, a KOje Cy TaYHO MATeMATHUIKH JOKA3aHe.

[IIra mam TO ropopu?

Jla je ayTop BepoBaTHO Ha JOOPOM YTy Ka HEUEM HOBOM, HEUCTPAXKEHOM ...

Kmury mory KOpucTuTu CTYJAEHTH IPUPOJHUX U TEXHUYKUX HayKa, 1podecopu u CBU
OHM KOjU Ce 2KeJle YIIO3HATU ca IIPUMjEeHOM MaTeMaTHKe Y JPYIUM HayKaMa.

Mucaum ma he auraoru yxubatu, cpehHo!

Hparana 'aanh, mpod. maremaruke,
I'mvnazwuja Bama Jlyka, 6. jym 2017.

Anekcangpa Paguh

ok ce y dusunm MHOrM TeMe/bHU TI0JMOBH U II0jaBe MO/IPa3yMeBajy, & y3 TO MHOI'H jOIII
YBEK HUCY pa3jalllibeHl, Y OBOj KIbU3U HAM je JAT HOBU HAYMH ODjalllberha HEKUX OJl IbUX,
KOjH Ce BEJIMKUM JIeJIOM yKJjara y Beh cosmiaHe TeMesbe 00JIaCTU MOIYT TEPMOJIMHAMUKE U
Teopuje PeJATUBHOCTH, ajll UM Jiaje U HOBY JINMEH3U]y U HEOUYCKHUBAHE HOBUTETE.

[Mra je undopMmamnmja 1 KaKo HacTaje, Koja je meHa Be3a ca IIPOCTOP-BPEMEHOM, Kao U
Hem3BecHoINy jorahaja OKO HAC U €HTPOIMjOM - CaMO Cy HEKHU OJ OJIrOBOpa Koje hemo Ha
3aHNMJBUB U MOYYaH HAYUH OTKPUTU Y OBOj KHHU3MU.

3aHuMJBUBO je nmpuMelieHa 1mojaBa JIKPTOCTH MPUPOJIE HAa HHpOPMAIIjaMa, KOja 3ajelHO
ca MPHUHIAIIOM EHTPOIHje W BepoBaTHONE JIOTWYKH IOjalllibaBa 3aroOHETHE II0jaBe IIOMyT
MakcsejioBor gemona u lllpemunrepoBe Madke, ajii U WHTEPAKIM]a UYECTUIA U MIAPEHE
BaCHOHE.

Hensgecnocr - nenoznaro n uadopmaluja - MO3HATO, HMPBO IHpeEIa3u y JIPYyro, a JOK
npupojia npedepupa OHO NIPBO, BepoBaTHONA yKa3yje Ha OHO JPYro, aju IIOCTOje IMPABUJIA
KOja TO PeryJuiily, a OHa Cy Ja je IUXOBa yKYITHOCT KOHCTaHTa y BacuoHu. Mehyrum, kKao
1 MHOTO TOTa, u TO je pejaruBHo. CBako jJpyraduje mneprenupa ucty nadopMalujy, u3 cBor
[TOJIOXKAja.

Jorr camo Heke 0J1 3aHUMJBUBOCTH y TEPMOJUHAMUII, AJU U MEXAHUIM, IPDABUTAIN]H,
KOCMOJIOTHjU, KOJU MPOUCTUYY M3 OBUX TyMauera IPHUPOJE je M HPUPOJa NPUTUCKa (ajin
U KOMIOHEHTH CHJIE) W TOILIOTE KOja Ce CTaBjba IIOJ] JYIY y J0OPO MO3HATUM IPUMEpPHMA
IbEHE JIEMOHCTPaIUje U Oalla HOBY CBETJIOCT HA PEJIATHBHOCT OBUX BeJnvuHa U 1ojaBa. Cea
npuda ce Ha Kpajy Be3yje y KOXepeHTHY IjeIuHy, Koja objeauibyje MHOre objactu (pusuke,
y MHOTUM MOTJICJIUMA Ha, HOB, aJIi eJIeraHTaH W CACBUM JIOTUYAH HAYWH.

Anexkcanapa Panuh, npod. dpusuke,
I'mvuaszuja Bama JIyka, 13. jyn 2017.
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3opaH Pajunuh

AyTop, KOju IPUJINIHO J00PO pasymuje (PU3NKy, carjieaBa jeIMHCTBO IPUPOIHUX [10jaBa
Kpo3 BjepoBaTHOhY, mHpOpMalujy u enrponujy. Mmak oBaj TEKCT JOKUB/baBaM BHUIIE KAO
YMjETHOCT HETO Kao HayKy.

Inenamno crporo u3 yria dbusuke, BPJIO je TEIIKO TPATUTUA YecTe Ipesa3e u3 MIoApydja
y nonpyyje. Penmmo ma crpanmama rae ce objammmasa Makcsenos aemon, Illpenunreposa
Madka, PajumanoB aujarpaMm. Tpebasio O y TEKCTY NaXK/bUBHUj€ U3TPAIUTH ITOBE3HUIIE TUX
BPJIO PA3INIUTUAX TEMA.

np 3opan Pajunuh
KarTespa usnke
IIM® Bama Jlyka, 23. jyam 2017.

Carenehe 3anazkarme, Mor koJiere nadopmarudapa dyika Mununaunha, TOJIUKO je oriim-
PHO KOJIUKO je W aKTYeJIHO Jia caM T'a Mopao HaBecTH y noriyHocTr. OHO pa3Marpa OCHOBHY
njiejy oBe Kibure, 00jJeKTUBHY CJIy9IajHOCT, ObjalmbaBajyhn je Kao akCroMy, JTaKJie Kao HEIlTOo
IITO ce He MOXKe HUTHU JOKA3aTU HUTU OCIHOPUTH, Te 300r dera je paspajia MCTe XUTe3e y
n3JioKenoj dpusuiy Ha rpanuny (Maremarndke) danractuke. MehyTum, mcro nokasyje ma
je m oHa gpyra (pu3mKa KOja MOJIa3U OJ HEe NMPUXBaTamka O0jJEKTHBHE CJIyUajHOCTH, JAHAC
npuxsahiena, Takohe dpaHTACTHIHA.

O cnyuajHocTn

Yuras koHIeNT PUNKE KOjy ayTOp IIPOMOBUIIE Y CBOM PaJly 3aCHUBA Ce HA OHOME IITO
OH HA3WBa NPWHIUI BjepoBaTHOhe Ka0 W Ha MMOjMy OOjeKTHBHE CJIyYajHOCTH. AyTOpOBa
JIOTMKa MU M3IJIeja OeclpekopHa, Maja IMpU3HAjeM Jia HHCAM CacBUM HAYHUCTO Ca IOjMOM
00jeKTHBHE CJIYUAJjHOCTH. 3aTo OMX OBJjeé HOKYIIAO Jla U3HECEM HEKEe CTABOBE O CAMOM
[IOjMy CJIy9ajHOCTH, HApABHO HE MOje HEero ayTopa Kojer JaHac MHOTH cMaTpajy HajBehum
ayTOPUTETOM Ha TOM HOJby ucrpazkusama. To je I'peropu Yejrun (Gregory Chaitin), amepu-
YK MaTeMaTHIap, a JeTa/bHuje IoIaTKe O theMy 3annTepecoBanu Mory nahu na Bukumenuju.

Op mHOTOOpOjHEX Y€ejTHHOBHX Jijesia OJJIydno caM ce Jia OBJIje mpejicTaBuM paJ ,Ciryda-
JHOCT W MaTeMaTWIKu Joka3* objaB/beH 1975. roxa. Tpeba HamoMeHyTH Ja OHO UHUME Ce
Yejrun 3ampaBo 6aBu y CKOPO CBUM CBOjUM PaJIOBAMAa jeCTe MCTPAKUBAIb€ OHOTA IITO OH
30Be ,[PAHUIE MaTeMaTHKe".

Pax mouume cibenehnm pujednma msaBojeHHM Kao MOTO: Jlako ce ciaydajHOCT MOXKe
MPENU3HO JePUHUCATU U YaK MJEPUTH, 3a HEKHU JAaTH OpOj ce He MOXKe JIOKA3aTH Jia je
cayuaajan. OBa eHUTMa yCIIOCTaB/ba TPAHUIE OHOTA MMITO je Moryhe y mMaTemMaTurim.

Csako nMa HEKy UHTYUTUBHY IIPEJICTaBY O TOME IIITa je ciry4dajan 6poj. Hamp. mornemsajmo
JBa HU3a OuHapHUX Iudapa:

01010101010101010101
01101100110111100010

[TpBu je oumrieTHO KOHCTPYHUCAH IO jeJHOCTABHOM IIPABUIIY; cacToju ce ox Opoja 01 mono-
BJbEHOr JeceT myTa. Ako Ou Heko Harahao Kako 6u ce HU3 MOrao HaCTaBUTHU, MOrao 0OH ca
BEJIMKOM yBjepenorhy npeasuiajeru aa he cibegehe nsuje mudpe 6utu 0 u 1. Pasmarpame
apyror Hu3a mudapa He Jaje HHKakas cBeoOyxBaTaH obOpasarl. Hema odumriiemnor mpasmiia
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KOje yrpassba popMupameM Opoja 1 HeMa PAIMOHAIHOT HAYMHA 13, Ce IPeTIIOCTaBe cibejehe
nudpe. Ilopenak usriesa HacymMudaH; JApYyruM pUjednMa, CEKBEHIA U3IJIe/a Kao CJIydIajHO
pebame Hy/a u jequnua.

Hpyru uu3 Oumnapuumx 1udapa je remepucan Oaramem HOBYmha 20 MmyTa U IUCAHEM
1 axo je ucxon ,rmaa‘ u 0 ako je ,numcmo”. DBamame moBunha je KjaacuaHa TporeLypa
npousBoherma cirydajHor Opoja, 1 MOIJIO OU ce MOMUCUTH JIa YIPABO TAKBO ITOPHUjEKJIO HI3a
noTBphyje 1a je o ciaydajan. Aym To HEje Tako. Bamame HoBumhia 20 myTa MoXKe MIPOU3BECTH
6uo koju o 22 (Masio BuITe O MIIMOH) GHHAPHEX HH30BA, M CBAKH OJ IbUX HMa TadHO
ucry BjepoBaraohy. Crora He 6m Tpebajo 6utu Behe msHeHaheme ako ce jobuje HUB ca
HEKUM OYHUIVIEJIHUM ODpaciieM HEero ako ce jiobuje HeKM HU3 KOjU M3IVIEJA CJIydajaH; CBaKU
npejcrapiba gorahjaj ca sjeposaraohom 2720, Ako nopujexso npobabuimcrudkor gorahaja
9UHU jeJUHU KPUTEPHUjyM CAyIajHOCTH, Taja ce oba HU3a MOPajy CMaTpaTH CJIyIajHUM,
a HapaBHO W CBU OCTAJIM, IOIITO MCTU MEXaHM3aM MOXKE I'€HEPUCATH CBe Morylie HHU30Be.
OBakaB 3aKJ/by4aK HHUje OJ] IIOMONM y Pa3MKOBamy CAyIajHOr o1 ypeheHor.

JacHo je 51a je morpebHa ocjeTspuBHja JedUHANM]A CIIyIajHOCTH, KaKBa Hehe TpOTUBpUje-
YUTU UHTYUTUBHOM KOHIIENITY Opoja ,0e3 obpacna“. Taksa nedunuiiuja je pazsujena pejaaTu-
BHO HeJlaBHO, 60-Tux rojmua nponuior Bujeka. OHa He y3uma y 003up mopujekso 6poja HEro
3aBUCH MCKJBYYMBO OJ KapaKTepUCTHKa cekBenre nudapa. Hosa medbununmja omoryhasa
HaM J1a OIMIIEMO OCODHMHE CJIydajHor Opoja Mperu3Huje Hero ITo je panuje 6mao moryhe u
YCIIOCTaBJba Xujepapxujy creneta ciydajaoctu. O moryhHOCTH OBe JebuHUII]e MOXKIA CY
jorm ox Beher mHTepeca eHa orpaHndera. llocebHo, meduHUINM]a He MOXKe MOMOhn Ja ce
OJIpeJIN, OCUM y BPJIO CIEIjaJTHUM CJaydajeBuMa, Jia JIM je WK HUje JTaTu HU3 nudapa, Kao
IMITO je HAIl JAPYTH HU3, CTBAPHO CAydajaH WM CaMo u3riaena caydajad. OBO orpaHmderse
HUje HEKU MPOIYCT y JePUHANN]U; TO je MOC/beIUIa CYIITHIHE ajid (pyHIaMEeHTaTHE aHOMa~
Jguje y TemespuMa Maremaruke. OHO je OJIMCKO IOBE3AHO Ca IYBEHOM TEOPEMOM KOjy je
noctaBuo u jokazao Kypt I'emen 1931 ronmme, a Koja je mocrajia mo3nara Kao lemenosa
TeopeMa O HekoMmIieTHocTu. I Ta TeopemMa m HOBHja OTKpHha KOja Ce THUYIY IIPUPOJIE
CIIYYaJHOCTU TIOMAaXKy Jia ce JIepUHUINY T'PAHUIE KOje OIPDAHNYABAjy U3BjeCHE MaTeMATHIKE
MeTO/Ie.

AnropuramMmcka geduHuUIAja

HoBa nedwununuja ciaydajuoctu mmMa CBOje MOPUjEKJIO y Teopuju wHMOpMaIuja, HAYIIN
KOja ce pa3BUJia YIJIABHOM MOC/IHje APYIoT CBjeTCKOT paTa, a Koja IpoydaBa MPeHoC MopyKa.
[IpermocTaBrMO J1a KEJIUMO HEKOM ITOCTIATH OPYKY Koja he cajp:kaBaTu TabIuIe BPpUjeIHO-
CTH TPUTOHOMETpHUjcKuX pyHKIMja. MoxKeMo jeTHOCTaBHO IIpeBecTu OpojeBe y ojaroBapajyhun
KoJ1 (HarpuMjep GuHapHe 6pojeBe) U MOCIaTH UX JIUPEKTHO, AU U HAJCKPOMHHU]je TabJIUIe TUX
dyHKINja nMajy HEKOJIUKO Xu/ba1a Iudapa. MHOro jeTHOCTABHUjU HAYIWH A ITPOCIIN]eTUMO
ucry wHbopMalujy 6uo Ou jia npeHeceMoO MHCTPYKIHje 3a U3padyHaBamke THX Tab/IHUIa U3
oarosapajyhux TpuroHomeTpujckux (opmyia, kao mro je OjaepoBa jeqHaunHA

e =cosx +isinzx.

Taxpa opyka MoXe OUTH PEJIATHBHO KPATKa, aJii y 10j he ouTn cagpxKane cBe naHdoOpMaImje
Koje 6u ce Hajla3miIe Yak U y Hajsehum Tabsmmama.

[IpermocraBumo, ca Jpyre CTpaHe, Ja XKeJNMO IIpeHnjeTu nadopmaigje o Hanp. Gyadasry.
Hexko »xenn j1a 3Ha pe3ysiTaTe CBUX yTAKMUIIA IIPBE JIUTE Y IOCTHEIbUX HEKOJIMKO JlelleHuja. Y
TOM CJIy4ajy Kpajibe je HEBjepOBaTHO Jla ITOCTOju HeKa hopMyJia Koja Ou MorJIa jia KOMIIPUMYje
uHdopMaIyje y KpaTKy MOpyKy; y TAKBOM HU3y OpojeBa cBaKa 1mudpa je y CyIITHHU He3aBH-
cHa jenmHUIA WHMOPMAaIUje, U HEe MOXKEe Ce IPEeIBHUIjeTH HHU IIOMOhy cycjeanunx mudapa

Pacrko Bykosuh 104



[MPOCTOP-BPEME

HEM TTOMOhy Hekor mpasuja. He mocToju HUKAKBA aJTEPHATHBA IIPEHOIICIbY YUTABE JIUCTE
pesy/arara.

Y oBe JBe UyIHE NOPYKEe HaJa3W ce KJUIa Hope JeduHunmje ciaydajuoctu. OHa je
3aCHOBaHA Ha 3allaXkamwy ja nHdopMaluja caJipyKaHa y CIydajHOM Hu3y OpojeBa He MOXKe
OuTH ,,KOMIPUMOBAHA", WK CBEJCHA Ha KOMIAKTHHjY dopmy. [Ipu dopmynucamy crBaphHe
JnedrHUII]e MOXKeBHO je J1a TOCMaTpaMO KOMYHHUKAIA]y He ca YOBjeKOM Beh ca JUruTa HuM
pauyHapoM. HoBjek MoOXKe MMATHU CIIOCOOHOCTH Jla M3BJIAYU 3aK/byUKe O OpojeBuMa Wn J1a
KOHCTPYHIIIE HU30BE 0/ JijeJinMuiHe nHdOpMAaIlije Uil Ha OCHOBY MAaIrJIOBUTUX UHCTPYKIIH]a.
Pauynap Hema Te crmocoOHOCTH U 3a HAIILY CBPXY Taj HeIOCTaTaK je mnpeaHocT. MHeTpyKIimje
JlaTe padyHapy Mopajy OMTH KOMILIETHE U eKCIUIMIIUTHE, U MOpajy My oMoryhutu ma paju
KOpaK TI0 KOpak 0e3 3axTjeBa Jla pa3yMuje pe3y/iraT Ouio KOr Jinjesia orepalinja Koje H3BO/IN.
TakaB ckyn wHCTpyKIHja je amroputam. O mera ce MOyKe TPaXKHUTH J1a u3Bee OmIo
KOjU KOHa4YaH OPOj MEXaHWYKUX MAaHUIIyJalnja OpOjeBUMa, ajl ce HEe MOXKEe TPaXKHUTHU Ja
npocybhyje o IBUXOBOM 3HaYEIDY.

Hedwununuja takohe 3axtujeBa ma Oyme moryhe mjeperbe MHMGOPMAIMOHOD caaprKaja
Iopyke Ha Heku nperu3an HaunH. PyHmaveHnTasina jenumHuia nudopmanyje je ,out, Kora
MOXKEeMO JAepUHUCATH Kao HajMamby jeIuHuIly mHdOopMalfje Koja je y cTamby [1a WHIUIHIPa
u3bop u3Mehy JiBe jelHako BjepoBaTHE CTBApU. Y OMHAPHO] HOTAIU)U jeaH OUT je eKBUBAJIC-
HTaH jenuoj nudpn, 0 win 1.

Cajsia cMoO y cramy Ja Hperu3Huje ONUIeMO pasjinke u3Mmehy jBa Hu3a mudapa ca

IIOYEeTKa OBOT' TEKCTa!
01010101010101010101

01101100110111100010

[IpBu ce moxe cuerudunupaT padyHapy IOMONY BPJIO jeTHOCTABHOT AJTOPUTMA, HAIIPU-
Mjep ,Wcrumu 01 gecer myra“. Ako 6u Hu3 OMO MPOIIUPEH IO UCTOM IPABHUJLY, AJTOPATAM
6u 6mo camo masio Behwu; manpumjep ,JMcrumm 01 mumimmon myra“. Bpoj buta y TakBom
aJrOpPUTMYy je Maju auo Opoja OuTa y HU3Y KoOju craeruduimpa, a Kako ce Hu3 rnopehasa
BeJIMYMHA aJropuTMa (Iporpama) pacTe MHOTO CIODHje.

3a gapyru HEU3 1muapa Hema oxrosapajyhe npeuniie. HajekoHOMUYHUjU HAYWH 1A Ce
W3pa3u Taj HU3 je Jla ce WCIUIIe y IjeJuHdA, a HajKkpahu ajaropuraM 3a yHOIICHEe HU3a y
paaynap 6uo 6u ,JMenumm 01101100110111100010%. Ako 6u HU3 610 MHOTO jy2Ku (aJju jour
YBHjEeK OunriaeHo 6e3 obpacia), ajaropuram 61 MOpao OGUTH MpOIIUpEH 0 oxrosapajyhe
ayxune. OBa ,HECTUIIJBUBOCT je 0CODMHA CBUX CJIydajHux OpojeBa. Cajia MOXKEMO JUPEKTHO
HACTABUTH 12 JePUHUIIEMO CJIYIAjHOCT y cMucIy HectunbuocTr: Hus 6pojesa je ciryaajan
AKO HajMaIbU aJICOPUTAM KOJU je Y CTalby Jia Taj Hu3 crenuduimpa padyHapy uMa UCTH (/I
cKkopo ucTr) 6poj 6ura nadopmanuje Kao U cam HU3.

OBy nedununujy cy HezaBucHo mpemokuan oko 1965. rommnme A.H. Komamoropos uz
Axkanemuje nayka Cosjerckor Casesa u ['peropu Yejrun xoju je tama 6uo cryment wa City
College-y y Bbyjopky. Hujeman oy mwux jBojurie Tajia Hije 3HAO 3a CJIUIaH IPHUjE/JIOT KOjH je
1960. romune mao Pej Conomonos (Ray J. Solomonoff) uz Zator Company nokymasajyhu jaa
U3MjepH jeIHOCTABHOCT HaydHUX Teopuja. Hapeauux rojuna HACTAB/bEHA CY UCTPAKUBAIHA
3Hauema ciayudajuoctu. V3Bopae dopmysianuje cy mobosblIaHe U UCIPABHOCT TOT TPUCTYIA
je CHaXKHO TOTBpheHa.

Mogaen MHAYKTUBHE MeETOde

AutropuraMcka jeUHUIT]a CIYyIajHOCTH [IOCTaB/ba HOBE TeMeJbe Teopuje BjepoBaTHONE.
OHa HE y KOM C/Iy4ajy He HOTHCKYje KJIACUYHy Teopujy BjepoBaTHOohe, Koja je 3acHOBaHA
Ha ancaMmOsy MoryhHOCTH T/je je cBakoj MOTYNHOCTH J0/ujesbeHa BjepoBaTHONA. 3ampaso,
AJITOPUTAMCKH IIPUCTYI je KOMIUIEMEHTApAH METOJy aHcambJia Tako IITO Jaje MPEru3HO

Pacrko Bykosuh 105



[MPOCTOP-BPEME

3HaYerhe KOHIIEIITUMA KOjU CY OUIN MHTYUTUBHO IPUBJIAYHA A/ HICY MOIJIH OuTH (hOPMAJTHO
npuxsaheHn.

Knacuana teopuja BjepoBaTnohe, Koja nmorude u3 17-0r Bujeka, ocTaje U JaHac OJf BEJIIKE
npakTudHe BaxkHocTu. OHa YMHM TeMe/b CTATUCTUKE, a PUMjEbyje ce U Y MHOTMM JIPYTUM
objracTuMa HayKe M TeXHUKe. AjropuTaMcka Teopuja Takohe mMa BaKHe UMILIHKAIIAje, aIn
cy oHe npBeHcTBeHO Teopujcke. OBrje je obsact ox Hajseher naTepeca npomuperse [eneose
TeopeMe 0 HekoMIieTHOCTH. JIpyra npumjena (koja je sanpaso nperxoausa dbopMysanmjun
came teopuje) je y COTOMOHOB/BEBOM MOJICJTy HAy9IHE HHILYKIIH]e.

CoJIOMOHOB je TpeJICTaBUO HaydHE OlcepBalije Kao Hu3 OuHapHux udapa. HaydHuk
TeXKU 12 00jacHU OBe OICepBallije IPEeKO HEeKe TeOpHje, IIITO Ce MOXKe MOCMaTPATH Kao HEKU
aJIropuTaM KOju je v CTalby Jla TeHEPHIle Taj HU3 U J1a ra MPOIIUpU, Tj. Ha npeiasuau oyayhe
orcepBalidje. 3a CBaKWU JIaTU HU3 OICEPBalldja YBHUjEK IIOCTOjU HEKOJHMKO TEOpHuja Koje ce
,TaKMIY€E" jeHa C APYTrOM, a HaydHUK Mopa usabparu jeany o mux. OBaj Mozes 3aXTujeBa
JTa HajMalbu aJITOPUTaM, OHAaj KOJU ce CacTOju OJl HajMaibe Ourta, Oyae m3abpan. Pedeno ma
JIDYT'H HAYKH, OBO IpaBuiio je cimauo dhopmystamnuju Okamose (Occam) 6purse: Ako umamo
BUIIE TEOPHja OUUTJICTHO jeJHAKE BPUjEIHOCTH, MpedepupaMo HajjeTHOCTABHU]Y.

Crora, y Co/ToMOHOB/BEBOM MOJIEJY, TEOpUja Koja HaM OMOryhyje Jja CXBATUMO HEKHU HU3
orcepBalifja ce BUIM Kao MaJl padyHApCKU IporpaM KOju PENpojIyKyje olcepBallije u Jiaje
npensuhama o moryhum Oymyhum omcepBamujama. [lTo je mporpam mamu, TO je Teopuja
cBeobyxBaTHmja n Behn je cremen pasymmjeBamba. OrcepBaliimje Koje €y CaydajHe He MOTY
ce PenpojIyKOBaTU IIOMONY MaJIor IporpamMa u CTora ce He MOI'y 00jacHUTH OMONY Teopuje.
[Topen Tora, Oyaylie moHalame CIyIajHOr CHCTEMa Ce He MOKe MPEIBUIjeTH. 3a CaydajHe
IOJIaTKe, HAjJKOMIIAKTHU]U HAYWH 3a HEKOI' Hay4YHWKA Jia CAOIIIITH CBOje OICEpBAIlUje jecTe
Jla UX 00jaBU y EUXOBO] IjEJINHU.

Nz60p onpelhenor padyHapa MOKEMO CMaTpATH HEOUTHUM MUTAEM, [ CTOrA 3a HaIlla
u3padyHaBamba MOXKEMO n3abpaTu UIeaJlHA padyHap. 3a mera IpeTIoCTaB/haMO Ja UMa
HEOTPAHUYEH Kallal[UTeT MEMOPHje U HEOIPDAHUYIEHO BPHjeMe JIa 3aBPIIN CBOja N3padyHaBaIbA.
Va3 u u3nas us pauyHapa cy y dopmu bmHapHnx nndapa. MalnHa mounmke Ja pagd TuM
jOj ce ma mporpaM, U HACTaB/ba Ja PAJIM JOK HE 3aBPIMU UCIHCHBAIHE OMHAPHOT HU3a KOJH je
pesynrar. MarmmHa ce 3aTuM 3aycTaB/ba. ¥ KOJIUKO HeMa I'peliKe y Iporpamy, padyHnap he
[IPOU3BECTU TAYHO jeJIaH M3J1a3 38 CBAKH JIATU IIPOrPAM.

MuHuMaJIHA TTPOTrPaMu U KOMILJIEKCHOCT

Buso xoju nuz 6pojeBa MoxKe ce TeHepucaTu nomohy OGecKoOHadHOT Opoja ajJropUTAMA.
MebyTum, on majseher mHTepeca Cy OHU HajMalbWM KOju he NPOU3BECTU JaTH HYMEPUIKHU
un3. Hajmamu nporpaMu ce Ha3WBajy MUHUMAJHU IIPOI'DAMU; 32 JATH HU3 MOXKE IOCTOjaTh
jellaH MUHUMAJIHU IPOrpaM WX UX MOXKe OUTHU BHIIIE.

Bumo koju MuHMMaJHE TporpaMm je HyXKHO ciydajaH, 6e3 ob3upa Ja Ju je HU3 KOjer
rerepuiie ciaydajad uian He. OBaj 3aK/bydak je JUPEKTAH Pe3y/ITaT HAUMHA HA KOjU CMO
neduaucanu caydajuoct. Ilocmarpajmo mporpam P, Koju je MUHUMAJHU IpOTpaM 3a HU3
nudapa S. Axo nupermnocraBumo jia P Huje ciiydajan, Taja 1o JedUHUIjH MOpa OCTOjaTh
npyru nporpaM, P, sHauajno mamu o, P koju he ra renepucaru. Tajia MoxKeMO IPOU3BECTH
S nomohy cmeneher anropurma: M3 P’ uspauynaj P, sarum uz P uspauynaj S¢ Osaj
IporpaMm je caMo HeKOJIMKO 6uTa Jysku of P’, u crora mopa 6utu 3nadajuo kpahu og P. P
JIaKJIe HUje MUHUMAJIHA ITPOTrPaM.

Munumastau IporpaMm je 6JIMCKO ITOBe3aH ca APYTruM (DyHIAMEHTAJTHUM KOHIIEIITOM aJIr0-
pUTAMCKE T€OpHje CJIyIajHOCTH: KOHIIEIITOM KOMILIeKCHOCTH. KoMiutekcHocT HEM3a mudapa
je bpoj buta Koju ce mMopajy ybaruTu y padyHap mga O6u ce 100M0 M3BOPHU HU3 KAO U3JIA3.
Kowmmiekcrocr je makiie jeaHaka BeJMIUHA y ONTHMa MEHUMAJIHAX IIporpamMa Husa. llomrro
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CMO yBEJIM OBaj KOHIIEIT, CaJla MOYKEMO IOHOBO u3pehm Hairy jedUHUIN]Y CIydajHOCTH
Ha puroposuuju Haunu: CiydajaH Hu3 nudapa je oHaj dnja KOMILIEKCHOCT je MPUOIHMKHO
jeJTHAKa HerOBOj BEJIMYMHY y OUTHMA.

ITojaM KOMIIJIEKCHOCTH CJIy>KH He caMmo jia jnedWHHIINE CJIYIajHOCT HEro Takohe u jia je
Mjepu. 3a JaTHX HEKOJIMKO HU30Ba OpojeBa O KOJUX CBakd WMa 1 Indapa, TEOPUjCKU
je moryhe uneraTuduKoOBaTH CBE OHE ca KoMIiuiekcHorihy n — 1, n — 10, n — 100 utx. u Tako
paHTrupaTH HU30BE 110 o113 1ajyhieM cTeneny ciydajHocTu. TadHa BPUjeTHOCT KOMILJIEKCHOCTU
HCIIOJT KOj€ ce HU3 BUINE HE CMATpa CJIyYajHUM OCTaje JoHeKJse apouTpapHa. Ta BpujesHOCT
Tpeba OUTH IOCTaB/HEHA JOBOJFHO HUCKO J1a OPOjeBM Ca OUUTJIEIHO CAydajHuM ocoOnHaMa He
Ou OmJIM UCKJbY9IEHN W JIOBOJHHO BHCOKO Ja 6 OpojeBr ca jacHO M3ParKeHUM oOpaciieM Omin
JMUCKBaJIN(UKOBAHY, /I TIOCTABUTU OApeheHy HYMEPUUKY BPHUjEIHOCT 3HAYU MPOIU]CHUTH
KOjH CTeIleH CJIYyYajHOCTU YUHU CTBAPHY CJIYyYajHOCT. YIIPABO Ce Ta HECHUT'YPHOCT OJpa’kaBa
y KBaJInbUKOBAHO] TBP/IBU J1a je KOMILIEKCHOCT CJIyUYajHOT HU3A NPUOAUHCHO jeTHAKA BEJTU-
qUHU HU3A.

OcobuHne ciay4dajunx dOpojeBa

Metojie anropuraMcke Teopuje BjepoBaTHONE MOT'Yy pa3jaCHUTH MHOTe OCOOMHE U CJIyda-
juux u Heciydajuux OpojeBa. Hampumjep, moxke ce mokasaru Jia paciojjesa yIeCTaHOCTH
nudapa y HU3y UMa BarKaH yTUIAj HA CAy4YajHOCT HU3a. JeIHOCTaBaH yBUJ CyTEpHIIe A
je H13 Koju ce cactoju caMo o 0 mm 1 jrajieko of1 cay4ajHor, a aJrOpUTaMCKU MPUCTYII
moTBphyje 0Baj 3aK/bydak. AKO TakaB HU3 UMa JyKUHY OJ1 1 Iindapa, IheroBa KOMILIEKCHOCT
je mpubIMKHO jejHaka jorapuTMy 1o 6a3u 2 ox n. (Tadna BpujeHOCT 3aBUCH 0] MAITTHCKOT
jesmka Koju je Kopuinren.) Hus ce Moxke mpom3BecTn jeHOCTABHUM aJrOPHTMOM Kao IITO je
Scnumu 0 n myTa“, riaje cy 3ampaBo cBe HoTpeOHe mHpOpMaIuje cajpKaHe y OHHAPHOM
6pojy 3a n. Benumumna osor 6poja je oko log,n 6uta. Ilomro je wak m 3a ymjepeHo
Jiyradke HU30BE JIOTApUTAM O 7. MHOTO MAalbHM HEro CaMo 7, TaKBU OPOjeBU MMAjy HUCKY
KOMILIEKCHOCT; IbUXOB UHTYUTUBHO MEPIUIUPAHU 00pa3all je MaTeMaTHIKU ITOTBPhHeH.

Jpyru OuHapHU HU3 KOjU Ce MOXKE YCIIJellTHO aHAJU3UPATU HA OBaj HAYWH je OHAj TIje
cy 0 u 1 npucyrHu ca pesaruBHUM ydectaHocruma oi 3/4 u 1/4. Ako je HuU3 JyKuhe n,
MOZKE Ce MOKa3aTh Jia HheroBa KoMiuiekcHocT nuje seha ox 4/5 o n, 1j., nporpam koju he
POM3BECTU HU3 MOKe Outn Hanucal ca 4n/5 6ura. OBaj MakcuMyM Baxku 0e3 o63upa Ha
cekBeHITy mudapa, TaKO Jla HeMa HHU3a Ca OBAKBOM DPACIIOJjeJIOM YUeCTAaHOCTH KOju Ou ce
MOTA0 CMATPATH BPJIO CAyYajHUM. 3alpaBo, MOXKe ce JOKa3aTh Ja y OUJI0 KOjeM JIyradKoM
OMHAPHOM HU3Y KOjU je ciyuajaH penaruBHe ydectaHoctu 0 m 1 Mopajy Outu BpJio O6/u3y
1/2. (V¥ ciryvajuum JenuMaHUM HU30BUMA, PEJIATUBHA YIeCTAHOCT CBaKe nudpe je, HapaBHO,
1/10.)

BpojeBu koju umajy HecaydajHy pacroijesly yaecTaHOCTH Cy u3y3eTak. Hampumjep, o
cBux Moryhux n-mudpennx Ounapaux OpojeBa MOCTOjU caMo jellaH Koju ce caB cacToju o 0
7 caMo jemaH Koju ce cap cactoju ox 1. Ceu ocranm cy Mame ypehenu, u orpomua ehuna
MOpa, IO CBaKOM pa3yMHOM CTaHIap/ly, OuTu cMaTpaHa ciaydajuuMm. Jla Oucmo m3abpasim
HEKy apOUTpapHy I'DAHUILY, MOXKEMO U3PAIYHATH KOjU JINO OJI CBUX N-TU(pPEHNX OMHAPHUX
6pojeBa nMa KoMILTekcHoCT Marby o1 n—10. ITocroje 2! mporpama yzxune jeane mudpe Koju
Mory remepucaTu n-idpenn Hu3; nocroje 22 mporpama fayxkune jse mudpe KOji MOTY JaTH
Takap Hi3, 2° mporpama ryskune Tpu 1mudpe UTIL., CBE J0 HAjLYKUX IIPOrPAMa, JIOIYIITEHIX
YHYTap JI03BOJbeHE KOMIIJIEKCHOCTH; TAKBAX UMa on-11, Cywma oBor HH3a (21 +224-. -+2"_11) je
jeTHaKa 2n=10_9  Taxie IIOCTOJU MaH€ O]I 2710 rporpama Besmamse Marbe o n 'Y, a momrro
CBaKM OJI OBUX IIPOrPaMa MOXKe CIENUMUIIIPATH HE BUIIIE O] jeJHOT Hu3a Iudapa, Mambe O]
27710 611 2™ 6pojesa mma kommIekcHOCT Mamby o1 n—10. Iomrro je 2710/2" = 1/1024, caujemu
Jia oJ1 cBUX n-1udennx buHapHux 6pojeBa camo oko jeqan o 1000 nMa KOMILIEKCHOCT MaHy
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on n—10. Hpyrum pujednma, camo oko jemuor Huza o 1000 Moxke OGUTH KOMIIPUMOBAHO Y
padyHapCKu Iporpam Koju je 3a puire oj 10 mudapa Mamu O lera CaMor.

Hyxma moc/pequiia oBor nu3padynasamba je 1a suiire o1 999 o ceakux 1000 n-mudpenmnx
bunapHux GpojeBa MMa KOMILIEKCHOCT jenHaky wau Behy om n — 10. Axo ce oBaj cremen
KOMILJIEKCHOCTH MOXK€ y3€TH KAaO IPUKJIAJaH TeCT CJIYIajHOCTH, Taja Cy TOTOBO CBH 7~
uudpennu 6pojeBu 3amnpasBo ciaydajun. Ako ce dep Houmh Gamu n mmyra, BjepoBarHONa je
Beha oz 0,999 na he pesysnrar j10 Te Mjepe butn ciydajan. Crora m3riega Kao Ja je Jako
[IOKa3aTH [IpUMjepak Jyror Hu3a CaydajHuX mudapa; 3ampaBo To je neMoryhe yaumHuTH.

dopmajiHU cUCTEMU

Mozke ce J1aKo 1moka3aru Jia ojpehenn Hu3 rudapa Huje cydajaH; JOBOJHHO je ja Hahemo
mporpam koju he remepucaTu Taj HA3 U Ja OH OyJie 3HAYAjHO Malbu O caMor Huza. lIporpam
He MOpa HYKHO ODUTH MUHUMAJIHUA [IPOTPAM 3a Taj HU3; JOBOJHHO je camo jga Oyine masnu. Ca
Jpyre cTpaHe, 1a OM ce mokasaso Ja je ojapehern Hus nmudapa ciaydajaH, MOPaAMO JTOKa3aTH
Ja He IMOCTOjU MaJIi IporpaM KOjU r'a M3padyHaBa.

Y cBujeTy MaTreMaTHYKUX J0Ka3a leie/ioBa TeopeMa O HEKOMIIJICTHOCTH IPEJICTaB/ba
n3y3eTaH OpujeHTHp. 1ejTUHOBA Bep3uja oBe TeopeMme IpeaBuba 1a mpasiceru doKas cAy1a-
Jrocmu we mooice bumu nponaben. Tlocibeauiie oBe YHHEHUIIE CY jeIHAKO HHTEPECAHTHE 300T
OHOTA IIITO OTKPUBAjy o l'eme/r0Boj TeopemMu Kao u 300r OHOTA IIITO WHIUIIMPA]Y O MPUPOIU
caydajuux 6pojena.

lenesioBa Teopema 1pejicTaB/ba pa3peliehe KOHTPOBEP3H Koje Cy IIPEOKyITHpaJie MaTeMa-
Tu4yape TokoMm panux romguHa 20-or Bujeka. [Iurame je rmacuio: Jllra unau BajgumgHu JT0Ka3
y MaTeMaTHUI U KaKo ce TaKaB J0Ka3 MoxKe mpernosHaru?’ Jlapum XuioepT je Mokyimao na
pHUjeln OBy KOHTPOBEP3Y pa3BUjajyliu BjemTauku je3uK y KojeM OU BaJIuJIHUA JOKA3U MOTJIN
OUTH HaJIaXKeHN MexaHu4KHu, 6e3 Onio Kakse 1oTpede 3a JbYJACKUM YBHUIOM WJIN IIPOILjEHOM.
lemen je moka3ao ga TakaB CaBpIIEH je3WK HeE MOCTOjU.

XuabepT je ycraHoBHO KOHAYHHU aJidhadber cumbOja, HEIBOCMUC/ICHY IDAMaTHKY KOja
cuerudunrpa Kako ce Moxke (hOPMUPATHA CMUCJIEHA TBP/Hha, KOHAYHY JIUCTY aKCHOMa, WJIN
MOYETHUX IIPETIIOCTABKM, U KOHAYHY JIUCTY IPaBUJIa 3aKJ/byUNBaIba 33 JIEIyKIIHIjy TeopeMa
13 aKCUOMA WJIN JPYTUX TeopeMa. Takas je3uk, ca CBOjUM IIpaBUJINMA, Cce Ha3UuBa (DOPMAJIHU
CUCTEM.

QopMmaaHn cucTeM je medrHUCAaH TaKo MPENU3HO Ja JI0Ka3 MOXKe ONTH M3BeJeH ImoMohy
PEeKyp3uBHE TIPOIEAyPe KOja YKIbyUyje caMO jeTHOCTaBHE JIOTUIKE U aPUTMETUIKE MAHUITY-
sgarmje. Ipyrum pujedanma, y GOPMaAIHOM CUCTEMY IOCTOJU AJTOPUTAM 3a TECTHPAIHE BaJIN-
maHocTu nokasa. Jlamac, mro Huje 6uno moryhe y XunabepToBo Bpmjeme, ajroputaM Ou
ce MOra0 WM3BPIIMTU Ha JIMTUTAJIHOM padyHapy U OJ MalinHe OU ce MOIVIO TParXKUTHU Jia
,IPOITHjeHN" BaJbaHOCT JIOKA3a.

36or XuabepToBOT 3axTjeBa Ja (POPMAJHI CUCTEM MMa aJIfOPUTAM 3a IIPOBjepy JI0Ka3a,
TeOpHUjCcKU je mMoryhe ma W3/IMCcTamMo, jeJIHy 10 jellHy, CB€ TeopeMe KOje Ce MOTY JIOKa3aTh
vy oapebenom cucremy. IlpBo msmmcramo mo anmdabeTckKoM peay CBe CeKBeHIle cuMOoJIa
KOje Cy JIy’KHHE jeJIHOT KapakKTepa U NPUMHUjeHIMO AJTrOPUTaM 33 TeCTHUpPaIbe JoKa3a Ha
CBaKy OJ] bUX, YMMe HaJA3UMO CBe TeopeMe (aKO UX MMa) YUjH ce JI0Ka3M CACToje Ol jeTHOD
KapakTepa. 3aTUM TeCTHPAaMO CBe JIBOKApaKTepHe CeKBeHIe cuMbouta, uth. Ha oBaj Haunu
ce MOTY IPOBjEpPUTH CBU MOTEHIWjaJIHU JIOKa3W, U Ha KPajy ce MOI'Y OTKPHUTH CBE TeopeMme
[0 peJly BeJIMUnHe BUX0oBUX J0Kasza. (OBaj MeTo[ je, HapaBHO, CAMO TEOPUjCKH; IPOIIELypa
je ucyswuire Jyradka Jia 6u 6usa IpakTUIHA. )

HenokasuBe TBp/ambe

Ilenen je mokazao y cBom mokasy u3 1931 rogmme jpa XujiOepToB IJIaH 38 KOMILIETHY
CHUCTEMATCKY MaTeMaTUKy He Moxke Ourn uciyien. OH je 0BO yIHHUO TAKO IITO je KOHCTPY-
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MCA0 TBP/IIbY O MO3UTUBHUM IHjesiuM OpojeBUMA Y je3uKy (pOpPMaJIHOI CUCTEMA KOja je TauHa
aJii He MOKe OuTHu Jjokazana y cucremy. Popmasau cucrem, 6e3 063upa KOJIMKO je BeJINK UIn
IMaK/bMBO KOHCTPYHCaH, HE MOKe O6yXBaTI/ITI/I CB€ Ta4dHe TeopeMe U CTora je HEKOMIILJIETAH.
lenenoBa TexHuka ce MOXKe MPUMHJEHUTH HA HTPAKTUIHO OMJIO KOju (DOPMAJIHU CHCTEM,
IITO JOoBOAM 10 u3HeHahyjyher m, 3a MHOTe, HEYTOMHOr 3aK/byUKa Ja HE MOXKE ITOCTOjaTh
nedrHUTEBAH OATOBOp Ha nuTame ,[llTa je Bamuman moka3?"

IeseioB moxkas TeopeMe 0 HEKOMILIETHOCTH je 3aCHOBaH Ha mapajgokcy Ennmenumna Kpu-
hanuna, kKoju je HaBojuHO pekao: ,CBu Kpuhanum cy maxkosu‘. OBaj mapajiokc ce MoxKe
n3pehu Ha ommTuju HaduH Kao ,JOBa TBp/Ma je HeTadHa', IITO je MCKa3 KOjU je TadaH
aKo W caMoO ako je HeTadyaH, I1a CTOra HUje HU TadaH HU HeTadaH. lejes je 3aMUjeHHO
KOHIIEIIT MCTUHUTOCTU C& KOHIEIITOM JIOKA3WMBOCTU U TaKO KOHCTpyucao pedenuiy ,OBa
TBp/iIba je HeJOKa3MBa'“, IITO je NCKa3 Koju je, y oapeheHoM (popMaHOM CHUCTEMY, JOKA3UB
aKO W CaMO aKO je HeTadaH. 3aTO, WM je HeTAYHOCT JOKa3WBa, IITO je 3a0parbeHo0, UJn je
TavHa TBP/Iba HEJOKA3WBa, I1a je crora (GopMaJiHi CHCTEM HeKoMIuieTaH. lejes je 3aTum
IIPUMUJjEHUO TEXHUKY KOja jeJMHCTBEHO HYMEPHIIE CBE TBP/AHE U J0Kase y (POPMAJTHOM
cucTeMy W TaKo KOHBEpTyje peueHuily ,(OBa TBp/ha je HEJOKas3WBa' y HUCKa3 O 0coOMHaMa
[MO3UTUBHUX IHjeiuX OpojeBa. 3aro mMTO je TakBa TpaHcdopmaluja Mmoryha, Teopema o
HEKOMILJIETHOCTH Ce jeJHAKO yOje/IJbUBO IMPUM]jeibyje Ha cBe (popMaJsiHe CUCTEME Y KOjuMa, je
Moryhe paJiuTu ca MO3UTUBHUM IIHjeJIUM OPOjeBUMA.

Bimcka nosezanoct uamely l'eziesioBor jlokasa u Teopuje o cIydajHUM OpOjeBUMa MOXKE
ce 0o0jacHUTH TPEKO JIPYyror mapajokca, mo (hOpMU CAUIHOr KIUMEHUIOBOM MapaIOKCy.
To je Bapujanra Bepujesor (Berry) mapajiokca, kojer je mnpsu objaBuo Beprpanj Pacen
1908 romuue. Own mracu: ,Hahu HajMamu mo3uTuBHEU Iujesn 6poj Koju ja 6u 6uo ojapehen
3axTHjeBa BUIE KapaKTepa HEro mTo uX uMma y oBoj pedenunm. OBa pedenunia uma (y
OpHUIHHAJY Ha eHIVIECKOM je3uKy) 114 kapaxrepa (6pojehn pasmake usmely pujedn u Tadky
HAa Kpajy, aJu He W 3HAKOBe HaBOJA), & WIAK HABOJAHO ojpehyje mumjesm 6poj Koju, 1o
nedunaumjn, 3axTujeBa Buie o 114 kapakTepa ja 6u 6uo omapehen.

Kao u pannje, ma 6ucmMo npuMHIjeHIIN MAapaIOKC Ha TEOPEMY O HEKOMILJIETHOCTU HEOITXO-
JHO je Ja ra MpeMjecTHUMO U3 CBHUjeTa UCTUHUTOCTH y CBHjeT JokasuBocTu. Ppasa ,Koju
3axTHjeBa’‘ Mopa OUTH 3aMUje-eHa Ca ,3a KOjU ce MOXKe JIOKA3aTH Ja 3aXTHjeBa’”, MTO 3HAYU
na he ce TBpame OuTH m3paxkene y oapehernom dopmasmnom cucremy. Taxobhe, MarsioBuTn
ojam ,,0poj KapakTepa moTpedbaH Jia ce oJpe I ujestn 6poj* MoxKe OUTH 3aMUjeHheH IPEIU3HO
JiebUHUCAHUM KOHIIEIITOM KOMILJIEKCHOCTHU, KOjU Ce Mjepu y OuTuMma, a He y KapaKTepuma.

Pesynrar oBux Tpancdopmartiuja je cibenehn paaynapceku nporpam: ,,Halhu Hus burapaux
mudapa 3a KoOju ce MOXKe J0KazaTh ja he Omtu Behe KoMILIeKCHOCTH O Opoja OumTa y
oBoMm mporpamy.” IIporpam mectupa cBe moryhe mokaze y (hopMajHOM CHUCTEMY IO PEILy
IbUXOBE BeJIMYMHE JOK He Haubhe Ha IPBHU KOju JI0Ka3yje /1a oapehena OnHapHa CEKBEHIIA UMa
KOMILJIeKCHOCT Belily oi1 6poja 6uta y nporpamy. Taja ucnucyje HM3 KOjU je HMPOHAIIAO U
3aycraB/ba ce. HapaBHo, mapaoKkc y TBPIIbU U3 KOje je u3BeleH IIporpaM Huje eJTMMUHUCAH.
[Iporpam HaBo/HO M3padyHaBa OPOj KOjU HUjEJIAH IIPOIPAM H-EroBe BeJndnHe He Ou Tpebao
OUTH y CTamy Jia U3padyHa. 3ampaBo, IIporpaM HaJias3u MpBU 6POj 3a KOJU ce MOXKe JTOKA3aTH
Ia ce He MoxKe Hahu.

AricypIHOCT OBOI 3aKJbydKa caMo IIOKa3yje Ja ImporpaM Hukaa Hehe mahu 6poj 3a Koju
je HaIpaBJbeH Jia ra TpaxkKu. ¥y (HOPMAJIHOM CUCTEMY HE MOXKe ce JIoKa3aTu jia ojpeheHu Hu3
nudapa nma KoMILIeKCHOCT Behy 071 6poja 6uTa mporpama Koju je KOPHUIITEH Ja CIeIuuIupa
Taj HU3.

Moryhe je manmpaBuTu u ga/be reHepaU3allje 0KO OBOI mapajiokca. Hwuje 6poj duta y
caMOM IIporpaMy Taj Koju je orpanndasajyhu dpaxkTop, Beh 6poj bura y dpopMasnoM cucremy
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kao 1jeaunn. CKpPUBEHH y MpOrpaMy Cy aKCHOME W IpaBHUja 3aK/bydnBama Koja oiapehyjy
HoHallame cucreMa u 06e30jelyjy asropuram 3a Tectupamme gokasa. Mudopmarmonu caiap-
}Kaj OBHX aKCHOMa 1 IIpaBHJIa MO2Ke Ce MjepI/ITI/I 1 MOXKe O3HadYaBaTU KOMIIJIEKCHOCT (bopMa—
JIHOT' cucTeMa. BeslmuuHa 9uTaBor mporpamMa CTora IpeBasmiia3in KOMIIEKCHOCT (DOpMaIHOT
cucreMa 3a dpukcHu 6poj 6ura ¢. (CTBapHa BPUjEIHOCT ¢ 3aBUCH 0J] KOPHUIITEHOI MAIITMHCKOT
jesuka.) Teopema fmokazana moMohy mapaJiokca MoXKe ce JIaKJjie NCKAa3aTh Ha c/bejielin HadmH:
Y dbopmasHoM cucTeMy KOMILIEKCHOCTH n HeMoryhe je noxkasaru ma onpehenn Hu3 OunapHux
mudapa nMa KOMILIEKCHOCT Behy o 1 + ¢, T/je je ¢ KOHCTaHTa KOja je He3aBHUCHAa OJ TOra
KOjU je CUCTeM YIOTPUjed/HEH.

I'panuite popmMaIHUX cUCTeMAa

[TormTo je KOMILIEKCHOCT fepUHUCAHA KA0 Mjepa CJIy9IajHOCTH, OBa TEOPEMa NMILIAIIPA
1a ce 'y popMaIHOM CUCTeMY HU 3a jeJan Opoj He MOke JOKA3aTH Ja je CIydajaH OCUM aKo je
KOMILJIEKCHOCT TOT Opoja Marba 0J1 OHe caMor cucreMa. Kako cy CBU MUHUMAJIHHM [IPOTPaMU
CJIyYIajHNA TeopeMa TaKohe UMILTUIPA Ja je morpedbaH cucreM Behe KOMIIJIEKCHOCTH J1a Ou ce
JIOKA3aJI0 JIa je mporpaM MUHUMAJAaH 3a ojpehenn Hu3 nudapa.

KommiekcaocT ¢popmasiHor cucreMa mMa BEOMa BEJIUKY TEXKUHY Y TOKA3UBAILY CJIytda-
jHOCTH 3aTO IITO je TO Mjepa KoJaumdnHe nH@OpMalldja Koje CHCTEeM CaJpPXKHU, Ia 3aTO U
KojmunHe mH(pOpMaIja Koje ce MOry u3BecTu u3 mera. PopMajHu CHUCTEM IOYUBA HA
akcumoMuMa: QyHIaMEHTAJIHIM TBP/IIbaMa KOje Cy HECBOJUBE y UCTOM CMUCJY Kao IITO je TO
U MUHUMAJTHE TIporpaM. (AKO 6U HEKM aKCHOM MOrao OUTH U3PayKeH HA KOMITAKTHUjU HAUUH,
Tama 6m Ta Kpaha TBpAE-a mMOCTaja HOBU aKCHOM, & CTapa TBPAma OM IocTajia M3BEIeHA
reopeMma.) Mudopmaruje yrjeoB/beHe y aKCHOMUMaA Cy CTOra U caMe CJIydajHe, U MOry
OUTH KOPWIIITEHE Jla TECTUPA]y CAydajHOCT apyrux nojgaraka. CiydajHocT HEKUX OpojeBa ce
JIaKJIe MOXKe JIOKa3aTh, ajli CaMO aKO Cy OHU Mamu of dopMmajHor cucrema. Ilopesd Tora,
cBaky (pOPMAJIHKA CUCTEM je Hy2KHO KOHaYaH, 0K ce 610 Koju Hu3 nudapa MOXKe YITHUTH
npou3Bo/bHO BesukuM. (Crora he yBHjek mocTojaTu OpojeBH 4UMja ce CIy9IajHOCT HEe MOXKe
JOKa3aTH.

[Tonyxsar medpunncama U Mjepermba CIYIajHOCTH j€ YBEJIMKO IOjACHIO BaXKHOCT W UMILITH-
karuje ['emesioBe TeopeMe O HEKOMILJIETHOCTH. '1a Teopema ce caja BUJIU HE KA0 HEKU
M30JI0BAHU 11aPAJIOKC HETO KA0 IPUPOJIHA TOCTHEIUIA OTPAHINYEha KOja je IIOCTAaBUIa TeOPHja
uudopmaimja. Xepman Bajn (Hermann Weyl) je 1946 romube pekao jia je cyMiba KOjy
cy mocujajia TakBa OTKpumha Kao mro je ['emesroBa Teopema Omiia ,,KOHCTAHTAH yIaap Ha
EHTy3Hja3aM U OJJIyIHOCT Ca KOjuUMa CaM U ja KPEHyo y CBoj mcrpakupadku paj.’ Ca
Tadyke rjeauinTa Teopuje mHdopMmaruja, mehyrum, l'enesioBa Teopema He Jaje pasjiora 3a
Jieripecujy.  YMjecTo Tora OHa HW3IJIeJa Jia jeJHOCTABHO CYTepHIle Jjia OM MaTeMaTHIaph
Ja 6I/I HaIllpeaoBaJiv, IIOIIyT MCTpazxKuBada Yy APYI'MM HayKaMa, MOpaJId TparaThu 3a HOBUM
AKCUOMUMA.

Hymko Muyiuaauh, en. nHXKemep,
I'mvurazmja bama Jlyka, 25. jym 2017.

* % %k

Cnenehe munubeme je mao Jjiekrop lopan dakuh, mHade mpodecop CpICKOr jesmka u
KibMKeBHOCTH. AyTop je pomana , Jlam" Koju je HEJIABHO MPOTJIAIIEH HajbO/HIM POMAHOM
objaB/beHnM Te TomuHe y Pemy6murnu Cprickoj, a HakoH nap rogusa Jlakuh je mporsaimex
Hajoosbum HOBMHapoM y Bocuu u Xeprerosunu. Ilosnar je mo omTpum HamagiuMa Ha
akTyesny noautuky. OH je 1y CBOM KOMEHTApy OBJIE OCTA0 JOCTIEIaH ceOU 1 OITeT TPOHAIIAO
MIOJIUTUKY, aJIi 3a49y/0, Ha HAYWH Ha KOjU CaM je M ja HerJie MOMEHYO.
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Cratbe Behe BjepoBaTHohe

Y upenrosopy kmure ,IIpocrop-Bpeme’ Pactko BykoBuh momumbe, mamehy ocranmx,
Ha Bununja, Ilackama n Teciy Koju cy, cBaKu Ha CBOj HaYWH, MPKOCUJIN aKaJleMUjaMa U
HayYHO] MHTEJUTEHIIU]U CBOTa BpeMmeHa. Taj mpkoc he, BujeKoBUMAa KacHU]je, CPIICKU I[jECHUK
CranuciaB Bunasep cpountn y nmonaau adpopusam: ,,1'peba Beapo mpesupaTtn’ u TuMme he
ITOKa3aTH Jia je JyX eHuja cJI000[IaH TauHO OHOJIMKO KOJIMKO KaTeJpe HUCY U Hukaja Hehe
outu. Ta BpcTa mpesupa u IPKOCa CBOjCTBEHA je OHMMA KOjU BHUJE Jajbe Y BPEMEHY; TaKBU
He Mape 3a 3Bamba, IbUX He HHTEpeCyjy Kapujepe, ¢ JJaKohoM ce ojipudy TuTyaa. leHuje win
OHaj KOjU Tpara 3a IbUMe I'OpH y BATPU UJieje, CBE OCTAJIO 33 FHera je TEK JyTapiba, jaHyapcKa
»Kap Ha K0joj ce JIeJIeHH IIPCTU He MOr'y OI'DHjaTH.

loToro je uzBjecHo ma ne 3uam HuIITa 0 JIopeHnoBuM TpancdopMaljaMa 1 0 TEOPUjU
CKYTIOBa, aJjii IIOHEIITO O HAIUM aKajeMujamMa U akajeMiuMma unak 3uam. Hebpojero
MHOT'O IIyTa caM KOHCTATOBAO Jia Ce KOJI HAC OPTHHAJHOCT HAYJIHOT Paja MjepH MUTATAMA U
dycHoTama; MTO BHUIlle HABODEHA, IIITO BUIIE [TO3UBAIba HA JPYre ayTope U Tyha UCTParKu-
Bama — TO je HaydHu paj opuruHaaauju! [lapajiokc je, HapaBHO, OUUIJIEIaH, AJIM TO HUKO HE
BUJM WJIHU je cBe 3ampaBo jno Behe urpe. [ogunama cam ce mcMujaBao HaydHUM DPaOBUMA
WK YaK JucepTalijaMa Koje Cy UCTPaKMBaJjie U aHaJIu3upajie akKyMyJalnjy NpBOOUTHOT
karmuTata y ledooBuMm pomManHuMa, ajud caja BUIUM J@ CY UCTH TU HAIPABHUJIM 3aBUJIHE
aKaJIeMCKe Kapujepe Ha OCHOBY IICEyOHayIHUX Tpyhama. Y TaKBOM IOPETKY CTBApU MjecTa
3a OpUTHHAJHE HeMa. YOCTaJoM, CjeTHTE Ce KAKO je MpOoIao AJHINTAjH ca TOjeTUHUM
oTkpulinMa KOja Cy TeK KaCHHUje, HAKOH HerOBe CMPTH, CJIABJbEHA KAO PEBOJIYIIMOHAPHA.

Hamre Bucoko obpa3oBaimbe je TakBO KakKBO je: jia OM MJIaIUd HAYIHUK II0CTAO JIONEHT
norpebaH My je u3BjecraH Opoj HAYIHUX PAJIOBA, jeJaH Marucrap, ydemnha na melyHaposaom
CKyIIOBMMA; IIE€T T'OJMHA KACHUje HAYJIHUK BUIIlE HUje TOJMKO MJAJ, i ra Kapujepa deka
U Jlajbe U HpPEJ] IbUM je 3Barbe BaHpeHOr mpodecopa, a 3a TO je MOTPebHO JBa IIyTa BHIIE
paoBa,, iBa IyTa BUIIIE CKYIIOBa U jeJaH WU JIBa YIIOEHUKa, OJITHOCHO MOHOTrpaduje; HO, HAII
HayJHUK, KOjU calla CAmUBO IVlefla YHA3aJ U MHUTa Ce IJje Cy My W y IITa MPOIIJIe TOJIHE,
1pejt coboM MMa jOII jelaH PEJIOBHU IUJb, a OH je, JaboMe, U HAJTEXKU... Y TAKBOM IOPETKY
CTBapH, jacHO je, MjecTa 3a OpUIHMHAJHOCT Hema. mejy cy ybmie morma m OGmupokparuja.
YocTaioM, TIOCTOjU Ta aHETI0Ta TpeMa Kojoj je Ajurmraju octao 6e3 ojpehene HaydHe TUTYIIE
jep Huje 6o 1oBOJbHO opuruHaJa. OHe KOju Cy O TOMe OJJIyYNBaJIi HUKO BUIIIE HE IOMUHE,
JaK HU Yy DYCHOTH.

OpurnnagaocT Bykopuhese Kibure je HaynmuTHA; KAo IUCAIl 1 HOBUHAD MOTY Ja IPATHM
beHy PUI030(CKy CTpaHy; O OHOj MaTeMaTHIKo] W (PU3UIKoj Mopahe apyrum ma cyle u
npecyhyjy. Bjepyjem nma cy meroBu CTaBOBM TAadHU, AJIM HE 3aTO INTO WX Pa3yMHUjeM y
KOHAYHUITM, Bell 3aTO IMITO CYy IHErOBU IMOTEHIUjaJTHU PEIEH3EHTH OJI0UjaJIn JIa IPEropyye
KBUIYy u3naBady y3 JjabaB apryment: Cpe je To TadyHO, ajm Hucu y npaBy! VYBjepema
nocrojaa ¢danaTrnka. Bykosuh je jepeTnk; OH HU y IITa HE Bjepyje, jep HAIIPOCTO HU y IITa
He Mopa J1a Bjepyje. AKO HEITO HHje TavHO, OHJIa HHUje TAYHO W HeMa TOr JelapTMaHa KOju
MOXKe J1a JOKaxke J1a je npyraduje. 1o je, unau mu ce, Bykosuhes moro. pare cy mu KoJtere,
aJii MU je UCTUHA Jpaka, Beju BykoBuh m Ha TOoMe ce mpudva 3aBpiiaBa. Hama miahuma,
Kako 6m pekao mpod, ocTaje ga BHIUMO Ja JIM he ra MUTUPATH 3a KOjy JENEeHHjy Kao IITO
JaHac uTupajy JlajoHura.

AkajiemMu He Bjepyjy y uiejy; uieja je cee y mra Bykosuh Bjepyje. ¥V ToMme je, HanMe,
pa3InKa.

lopan laxkuh, noBunap,
bBama Jlyka, 19. jyx 2017.

Pacrko Bykosuh 111



[MPOCTOP-BPEME

HumnTpnje Yeokuh

AyTop je y CBOM PYKOIIHCY IPEICTABHO CBOJEBPCHY HU3TPaJiiby IOrjiefa Ha (PU3HIKA
CBUjeT KOja 3a OCHOBY y3WMa TaKO3BaHY 00jeKTUBHY ciydajHocT. Hamomenyo 6ux ma je matu
,Kpejeyraonu’ IojaM y OBOM TEKCTYy Ha HEKHM Ha4YMH yBeo caM Xaj3eHOepr, u To jasHe 1958.
r. Y cymrunu, npema Xaj3eHOepry, o0jeKTH HeMajy U3pUIuTo ojipeleHa u HempoMjeHbUBa
CBOjCTBa, Tj. IIOCTOjeé CaMO ILUXOBE BjepPOBATHOCHE KapakTepusaluje. TajacHa (pyHKIHTja
KBaHTHe MeXaHWKe Ce MOKe IOCMaTpaTH Kao jeIWHCTBEH CIIO3HAJHU 3AlNCHUK O HEKOM
busnukoM cucTeMy Wy HMCTO BpHUjeMe Kao IjeJIOKylaH (aau BjepOBATHOCHM) OIIUC CBUX
ucxona y HekuM Oyayhum orsieguma. JacHo je ja ce u3 oBora OOjeKTHBHA CJIy4ajHOCT
HEIOCPEIHO W3BOMM, U Jia jé BUJHO Y OJMCKOM POJICTBY Ca KOHIIEIITOM Ha KOjU CE€ IO3UBA
ayrop. IlocmaTpano u3 yria caBpeMeHe KBaHTHE MEXaHHUKE, Kao Jia je HalpaB/beHa MaJia
pokaja. [lounmbe ce o caydajaoctu (1 To 0OjeKTUBHE), & 3aBpINaBa Ca OIUCUBAKEM PAa3HO-
BPCHOCTH J[jeJIMMUYHO HAM I[TO3HATOT CBHUjeTa. ¥ TOME Kao Jia UMa U Heder MeTaU3UIKOT.
Yogjek, yxpahen namely 6eckpajHO BeJIUKOT U HECKPAJHO MAJIOT, U3 KOjUX HUJE/ITHO HE MOXKE
Jla CXBAaTH, JeJMHO je CUTYPAH y CBOJYy HECUTYPHOCT.

Wnade, morpara 3a mpBOOUTHUM HadeIMMa KpO3 Koje O ce carsemasa cBa 30pKa/ype-
DeHoCT 1 CJI0’KEHOCT BaCHOHE y KOjO] *KUBUMO (M KOjy IPOyYaBaMo) HUje TOyXBAT CKOPHjer
JaryMa. 3aHUMJBHUBO je Ja je jour Tastec n3 Mujera cBojeBpeMEHO TBPJIMO Jia MOPa ITOCTOjaTH
jeJIHO OWIIITE Ha4yeJIO KOje IOBe3yje CBe IPUPOJHE II0jaBe U Ha OCHOBY KOjer ce O HhUMa
yorTe Moxke u pacyhusaru. IllrtaBuiie, 6uo je yBjepeH ga 1OCTOjU J1aTO HAYEJO, WK ITaK
[PBOHAYEJIHU €JIEMEHT, U3 KOra je MpOM3allljia CBa TBap, Te Jia Tparambe 3a TUM Tpeba Jjia
Oy/e Kpajiu /b CBUX TpUpoaHux Hayka. Crora, Moriu 6mcMo pehn j1a oBjje ayTop y3umma
ciydajuocT (Tj. BjepoBaTHONY) Kao TO HaYes0, M HA OCHOBY Ehera YBOJM JOII JiBa: HAYEJO
nrdopMaIje U HAYEJI0 EHTPOIIU]E.

Yurajyhu Tymadema u 1oKa3e HEKUX J00PO 3HAHUX TBPIIbU Y (PUSHIHU, CTUUE C€ YTUCAK
J1a je pujed 0 BjepOBAaTHOCHOM OMOTY Bell ITO3ZHATUX AeTEPMUHUCTUINX IPUCTYIIA Y Pa3yMUje-
Balby CBUjeTa OKO HAC U 3aKOHA KOju y meMy BJiaaajy. Ho, mopen mpukasza Kako ce mara Tpu
HadeJia MOI'y HCKOPHCTUTHU 3a 00jalllihbaBalbeé U OIUCUBAIE PA3HOPA3HUX (DU3MIKUX I10jaBa,
rnonyheHa cy 1 HONPUJINYHO jeJHOCTABHA AJITEPHATUBHA TyMAaueha HEKUX IMKAK/bUBUX MjeCcTa
y npeosyahyjyhum teopujama caBpemene dpusuke. Ha Hekn HadwH, Kao a8 HA CAMOM IjeJIy
umamo JsionyHy mocrojehe teopuje Bojiehu ce MOHTEHmEOBUM CXBaTalbeM Jia IOCTOje JIBUje
rnaBHe rpame dumocoduje: mormMarmsaM W ckenTurmdam. Jlormarmzam Om y HEKY PYKY
OBJIje OATrOBapao JMETEPMUHUCTUIKOM IOTJIETY Ha CBHUjET, & CKEITUIIN3aM BjePOBATHOCHOM.

Meby pazHoBpcHUM IpobaeMaTukamMa u3 00JacTh (PU3UIKUX HayKa pasMaTpajy ce KBa-
HTHA CHPErHyTOCT, JETEPMUHUCTUYKNA Xa0C, JUMeH3uje y (PU3UIHU, PUPO/A I'DABHUTAIIU]E,
HEKe TBP/Ibe U3 TEPMOJIMHAMUKE, IIPBEHU IOMaK, a Jlaje c€ W MOMAJIO JIPYraduju myT M0
OCHOBHUX TBPJIbU U3 Teopuje crelujasHe pesatusHocTu. Heke oj1 u3BejeHUX TBPIIHU U
TyMadema cMaTpaM MOCeOHO 3aHUMJBUBUM, KA0 Ha IPHUMjEp OHO O yTurajy OymayhHocTH Ha
MPOIILJIOCT, MaJIa U3 TEKCTA HHUje jaCHO Ja JIM ayTOp CTaB/ba HAIVIACAK HA AHTUKAY3AJIHOCT,
aKay3aJIHOCT, MjEIIaBUHY CBEra ca Kay3aJIHOIINYy, WX je TaK PHjed O HeYeMY YETBPTOM.

Mozkemo pehu j1a 3601 KOMILIEKCHOCTH U 0OpaTa y CBOjJUM OCHOBHUM IIOCTaBKAMa OBa
KIbUTA MIPEJICTAaB/ba U3a30B M KAl je PUjed O TePMUHOJIOTHjU, CTUIy U je3uKy. Ha moderky
ce kpehie 0J] HEKUX OINIITENO3HATUX MOJMOBA, W HEKWX 3aHUMJbUBUX HHTEPIPETAINja, Ha
OCHOBY {era ce CTUYe yTHCAK Ja Ou KIibUry Morao untaru u Jjank. Mehyrtum, yopso crBapu
[I0CTAjy MHOT'O CJIOXKEHHUje U MHOTO 3aMpiieHuje. Jla jin je Heke mojMoBe u3 Teopujcke husmke
TpebaJio mojpobHuje onucaTu, wim nak #He? Jla jum ce yomrnre TpebaJio OCBPTATH HA HEKe
dusnuke nojase wan naxk He? [la sm je yommrre morpebHO comumbaru ['emeroBe Teopeme,
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KOje Cy, HayKaJIoCT, y IIOC/beJIibe BpHjeMe IocTajle CHHOHUM 3a noMogapcTeo? HapasHo, cBe
3aBUCH O] CAMOT YATAOIA, HO YIIPABO je U Yy TOME jeJlaH oJ1 IpobjieMa: KO TO CHaJia y UJbHY
rpyimy?

Bjepyjem ma 6u Mmuorum dusndapuma HEKe OJ1 TBP/ILYU 3aUCTa MOIJIE 3aroJIMIATH MaIITY,
[IOI'OTOBO MITO MaTepuja momaJso Jindu Ha [loHauIepujcko TyMadere KBaHTHE MEXaHUKe,
am u jia he MHOTH O BUX OuTH 30yEeHu yjaorom (amncrpaktHe) uHbOpMAaIje Y CBEMY
TOMe, Ka0 W HEKHM MaTeMaTHIKNM HrpapujaMa (1a mx tako HaszoBeM). C apyre crpane,
MareMaTudap He 6u Tpebao jra uMma noremkoha ¢ yIorpeO/beHUM MATEMATHIKIM allapaToM,
yiorom wHMOpMaIje, pa3yMujeBambeM IpopadyHa Koju ce Tu4dy JlopeHnosux Tpancdopma-
mja, aau Ou My mosajauHa npobjeMaruke (IuMensuje y UMM, CTpyHe, I'paBUTAIM]ja,
KapHooB 1ukiyc, aHuXusanuja 9ecTure u aHTUIecTIle, UT/.) IPeICTaB/balle CACBUM CUTY-
pHO ojrosapajyhy mcuxosiomky 6sokamay. Otuert, dpustocod 6u, penumo, ITpecKakao MHOIO-
OpojHe pUMjepe U MaTeMaTHIKe JI0Ka3e pa3sHOPa3HUX TBphema, U yMjecTo Tora XBaTao ce 3a
IBUXOBO TyMadveme moesyjyhu ux ca [lepcoBum TI/IXI/I3MOM@, AKCUJIEHTAIIM3MOM, JINOEpTaHU-
3MOM, CyIIepBEHTHOIINY, aJu ce y ToMe, 6ap mpemMa MOM MUILbEY, HaJIa31 KaMeH CIIOTATIAhA.
C rymademuma Tpeba OuTu jako o0a3puB, U aKO Ce He II03HAje MaTeMaTUYKa I103aJIMHA
pobJieMaTKe Kako Tpeba, MOXKe ce IITOIITAa CyMIbUBOT W3(haHTa3uPATH.

Hapagsno, #e cmarpam ja je 36or cera osora Tekct Jjomt. [lltasure, mory pehu na
ce ayTop yCIIMO KOJMKO-TOJIMKO M30OPUTH Ca CBUM THM, W HCKPeH Jja OyjeM, BjepOBATHO
6oJbe O/ MEHE Jla caM KOJUM CJydajeM paJino Ha MCcToj npobsjemaruiin. Ha Heku HauuH je
opnje npumjensbuBa [lackamoBa mucao: Jllocbenme MTO MOXKEMO J1a yIPATUMO ITPUIAKOM
cacTaB/barba HEKOD J[jesia jecTe IITa Jia ce CTaBU Ha MpBO Mjecto’. U3 mckycrBa 3HaM j1a 10
Te ,JI0C/bebe cTanuie”’ Huje Hamr Tako jako gohu. C apyre cTpane, HEje ce JIAKO YXBATUTH
y KOIIITaIl ,,CBUjeTOM’, jep 3HaMO Ja Ce CBUjeTy He MOXKe Yy TOJINTH.

3a Kpaj, cMaTpaMm Jia je MTHBO BeOMa 3aHUMJBHBO, jep Tjepa YoBjeKa Ha HEKY BPCTY
Pa3MUIILIbaa O IPUPOJIU, O APYIITBY, &JId U O HEKUM OHTOJIONIKUM IuTambuMa. Ha npumjep,
jeman o mpobJiema Koju OM MOIVIM Ja paciaJie MaiTy 6um Omia mpeaodeHa nHMOOPMAIUjCKaA
Jkproct” (wim nak jososbHOCT?).  a sim mocroju mjepa te mikprocru? Illra To u3
,YIITUMATHBHE HEU3BjeCHOCTH IUje/[1 KOJMKO-TOJIMKO HaMa M3PasuT KOCMOC (rpd. Koo [oC
— ypeben cBujer)? Dnje je Ty mopujeksio m ynora Jeyjucke Juanoctu? Kako To ma ce
OKeaH HeW3BjeCHOCTH (M HEeM3pasUTOCTH) IOJBPraBa y OBOM CJydajy KDPYTO] M JIEJIEHO],
Tj. Kpajibe nm3BjecHOj W m3pasuroj Mmaremarunn! [IlTa To 3amcra 3HAYM Kal ce Kayke
na npupoja 0am Mopa’ Ilocroju am Bpujeme Bpemena? Illra 6u ce Moo M3BecTH
KaJia Ou Havesy BjepOBaTHOCTHU J0JaJH, cajia Beh nonpuinydno pa3paheH, 1mojaMm HeraTuBHE
BjepoBaraohe? Jlpyrum pujeunma, BpUjeIHOCT KEbUTE ce He Tpeba ojpeuBaTi UCKJbYIUBO
Ha KaHTapy TaYHOCTH, KOH3UCTEHTHOCTH, 118 HU OPUTMHAIHOCTH U3JI02KEHOT, HEI'O TOKOM TOT
mporieca Tpeba y3eTu y 003up u muTamba Koje Ou MOrjia jia moOyiu y YNTA0IUMa PA3TUIUTIX
obpazosuux npoduaa. He cymmuso je na kmura Pacrka Bykosuha, mopes Tora mro mpyxa
y HEKHUM CJIyYajeBUMa jeJJHOCTaBHE W 3aHUMJbUBE OJIOBOPE Ha MHOTa IIKAKJ/bUBA IUTAHA
caBpeMeHe (pusmKe, oMoryhyje 4uTaolly 1a pasMHIL/ba O HOBUM Be3aMa, HOBHM IIPJIa3uMa,
HOBUM BpaTuMa Koja 6u TpebaJjia Jia BOJIE JIO0 HAYIHUX UCTOYHHMKA U KJIAJICHAIA.

mp duvurpuje Ysokumh
OJICjeK MaTeMaTuKe, NH(pOpMaTHKa,
IIM® Bama Jlyka, 23. asrycr 2017.

54Charles Sanders Peirce (1839-1914), amepuuxu ¢buzo30d, IOrIIap, MaTeMATHUAD U HAYYHHK KOJU je
IOHEKAa/T HAa3UBaH ,,0I[eM IparMaTu3Ma’ — IIpuMeI6a ayTopa.
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Aywko Jojuh

Y rekcry JITPOCTOP-BPEME" ayrop Ha HerTo Buie OJf CTO CTPaHHUIA T'OBOPU O
3aHIMJBUBHUM IHTAIbMMa KOjU IIOBE3Yjy Teopwujy BjepoBarHOhe, Teopujy wumdopMmaluja u
caBpeMeHny (bu3uKy.

Ha mouerky ce roBopu o akcrnomama BjepoBaTHohe, ['ege1oBoj Teopemu u XajzeHbepropom
npuHIUIy Heonpehenoctu. Kacuuje, ayTop mocMarpa MpUpoy MaTepuje, IpocTopa U Bpe-
MeHa BjerTo uHTeprnperupajyhu nosuare npumjepe (mapajokc jgudra, napajokc JenTupa
u ci1.). Oz obusba MHTEpECAHTHUX MpUMjepa u3aBajaM (BjepoBaTHO U3 JUIHUX aduHUTETA)
Be3y Teopuje xaoca u Pem3ujere Teopuje. IIpBo morasspe 3aBpimaBa ca yBohemeM IojMa
JIUMEH3Wje, TpUMjepuMa CHUMETpHUje W JIUCKYCHjoM O AjHINTAjHOBO] CIENUjaHOj TeOpUju
PEJIATUBHOCTH.

Y Ipyroj riiaBu ayTop IMouYMibe ca mojMoM mH(pOpMaIFje U MI0Be3yje ra ca akCHoMaMma
BjepoBarnohie. Hakon tora ce onucyjy Ojnep-Jlarpankose jeqnadnne n 3a HeKe KOHKPETHE
pobJjieMe ce J1ajy pjernema TUX jeaHadnHa. Kao 3aHUMIbUB JeTasb U3 OBe IJIaBe M3BajaM
[pU4y O YJI03U TeH30pa y AJHIITAjHOBO] TEOPHUjU T'PaBUTAI]E.

Tpeha tyiaBa mocmarpa €HTPONHUjy U IIOBe3yje OCHOBHE KOHIIENITE TEPMOJIUHAMUKE Ca
BjepoBaTHONOM U CIIENMjaJITHOM TeopujoM pejaruBHocTH. Kopucrehu mnpuniune teopuje
BjepoBaTHONE M3 IpUMjepa TEPMOANHAMUKE ayTOP M3BOJN 3aKJbydJaK Ja BpHjeMe He ITOCTOju
6e3 undopmanyje!

VY 1oc/be1b0j IIaBU ce U3 AJHINTajHOBUX MPUHIINAIIA 3BOIe JIopeH oBe TpaHchopMaliije,
a oHJIa ce Te TpaHcdoOpMaliije HHTepHpeTupajy kao cumerpuje. Ilo ayropoBum pujednma,
OBO TIOTJIAB/bE je HajaBa meropor Oyayher paja.

[Mocmarpajyhu Te:kuHy U PA3HOBPCHOCT MpUMjepa, CODUCTUIIUPAH MATEMATUYKN AIlIAPAT
noTpebaH 3a ONMUCHBAILE TeMa KOjuMa ce 0aBH, ayTopy Tpeba OIaTh MPU3HAILE Y BjeIITUHI
Jla OBa HUTamba MPUOJIMAKK OODMYHOM YUTAOIly. 10 HUIIOIITO HE 3HAYU J@ je TEKCT JIaraH
3a unrame. Haxkasocr, maremaTuka je Temka (a dusuka jonr texkal!) u cxBaTame 10jMOBa
BaKHUX 32 pa3yMjeBarbe CBUjeTa OKO HAC 3aXTjeBa TPY/L U HAIIOD 3aMHTEPECOBAHUOT YUTAOIIA.
Tu zaunrepecoBanu he y kmu3m Pactka Bykosumha nahu 3aHUMILUB M M3a30BaH TEKCT,
€JIETAaHTHO M3JIararbe Pa3IndUuTUX TEOPUja U OPUTIMHAJIHO TyMaderhe MO3HATHX IPUM]jepa.

ap Hymko Jojuh

KaTeJpe reoMeTpuje, aaredpe
[IM® Bama Jlyka, 4. cenrembap 2017.
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Tensop, [76]
TeH30p eHepruje, [64]
TEH30PCKU padyH,
Teopema
Tenenosa, 9]
ITuraropuna, [36]
Teopuja xaoca, [21]
teopuja pesarusroct, [30] [70]
uporupena, [20]
TepMOINHAMUKA, [60]
Tepmomerap, [70]
tortomep, [70]
ToIIoTa enrponuje, [71]
Tpancdepsaine,
rpuronomerpuja, [L00]
xurepooIHa,
ypuconosa nedunumja, [24]
yCJI0BHa BeposaTHoNa,
YCIIOpeH TOK BpeMmeHa, [57]
Y3POK CBUX y3pOKa, [J]
Baxyym, 301 B1]
BacuoHa, 19
BEKTOPCKH IIpou3Boz, [[07]
BEJIMKA eKCILIo3uja, [I9]
BEJINKN IIpacak, [84]
BepoBaTHOhA,
supTyesan dorow, [I§
BpeMme, 59
BpeMe nje yHarparike, [20]
3aKkoH uHepIwje, [27]

3aKOH OJIpzKarhba nHMOpMAIje,

3aKOH IIPHPO/IE,
3aKOH BeJIMKUX Opojesa,
3aBUCHU ciyuajuu jorabaju,
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[MPOCTOP-BPEME

Pacrko Bykosuh dororpaducan 3a marypanre ['mmuasuje mapra 2017. romgune. [Topen
OBe, OH je ayTop joI Tpu Kibure o nadopmanuju. IIpsa je ,Maremarudka Teopuja nadopma-
nuje W KOMyHHuKaluje’ IHCaHa [pe pacnajia JyrocjiaBuje W IITaMiaHa II0CjIe. 3aThM je
objasuo ,IIpupomy nomaraka’, a memgasuo u ,Judopmanujy neprentuje”’. [Ipe Tux mucama
3aBpImo je maremaruky Ha [IpupogHo-maremarnukoMm daxkyarery y Beorpagy, nmocie I'um-
nazuje bama Jlyka y kojoj manac paju.
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